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Κεφάλαιο 1 
Διαιρετότητα 


Αντί Εισαγωγής 

Μονάς έστίν, καθ’ ήν έκαστον των όντων ?ν λέγεται. 

Αριθμός δέ τό έκ μονάδων συγκείμενον πλήθος. 

(Στοιχεία Ευκλείδη. Βιβλίο VII) 

Οοιΐ 0Γ(*ίΐΐ0(Ι (Ηο ίπίρςεπ). ηΙΙ οίδβ ίδ Πιο ινοιτίι οί πιλιι. 

Ο Θεός δημιούργησε τους ακεραίους, τα υπόλοιπα είναι έργα των αν¬ 
θρώπων. (ΕρυμοΚΙ ΚγοποοΙιργ) 


1.1 Ευκλείδεια Διαίρεση 

Η έννοια της διαίρεσης είναι στενά συνδεδεμένη με την πράξη της πρόσθε¬ 
σης και μάλιστα με το πρόβλημα της εύρεσης της καλύτερης προσέγγισης 
ενός φυσικού αριθμού α από τον φυσικό β, με α > β. Για τον λόγο αυτό 
θεωρούμε την ακολουθία 


α.α - β.α - '2β, α - 3/3,... 

Προφανώς η καλύτερη προσέγγιση επιτυγχάνεται, όταν η διαφορά α - ν/3 
είναι θετική και γίνει η μικρότερη δυνατή. Η τιμή του ν για την οποία 
συμβαίνει αυτό ονομάζεται πηλίκο της διαίρεσης α δια β και ο αριθμός 
υ = α — νβ υπόλοιπο. 
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ώιαιρετότητα 


Έτσι κάθε φυσικός αριθμός α γράφεται στην μορφή: 



όπου π > 0 είναι το πηλίκο και 0 < υ < β είναι το υπόλοιπο. Το υπό¬ 
λοιπο είναι πάντα αυστηρά μικρότερο του β αφού διαφορετικά η διαφορά 
α — (π + \)β θα ήταν η καλύτερη προσέγγιση. 

Οι αριθμοί π και υ είναι μοναδικοί, αφού αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν 
δύο άλλοι ακέραιοι π 1 και υ' τέτοιοι ώστε α = π*β + υ' με θ < υ' < β , 
π > 0 και ο > υ', τότε 0 < υ - υ' = (π - χ , )β. Επειδή ο π' - π είναι 
ακέραιος, αν π! φ η θα έχουμε (.τ' - π)β > β, δηλαδή υ- υ' > β αδύνατο, 
αφού υ < β. Άρα π = π 7 και υ = υ'. 

Τα προηγούμενα συμπεράσματα μας οδηγούν στο γνωστό Αλγόριθμο 
της διαίρεσης φυσικών αριθμών του Ευκλείδη: 

θεώρημα 1.1.1 (Ευκλείδης) 

Αν α και β είναι δύο φυσικοί αριθμοί με α > β, τότε μπορούμε να βρούμε 
μοναδικούς ακέραιους αριθμούς κ και υ με π > 0, υ > 0 τέτοιους ώστε : 

α - πβ + υ, όπου ο < β. 


Ο αλγόριθμος της διαίρεσης που περιγράψαμε προηγουμένως μπορεί να 
γενικευθεί και στην περίπτωση όπου οι α, β είναι ακέραιοι, με 0 < υ < \β\. 
Οι αριθμοί α, β όπως τους ορίσαμε παραπάνω ονομάζονται διαιρετέος 
και διαιρέτης αντίστοιχα. 

Αν ισχύει υ = 0 τότε λέμε ότι ο αριθμός β διαιρεί τον α. 

Αν δύο ακέραιοι αριθμοί αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο διαιρούμενοι με έναν 
κοινό διαιρέτη τότε ονομάζονται ισοϋπόλοιποι ως προς τον κοινό τους 
διαιρέτη. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η διαίρεση ενός ακεραίου αριθμού με 
τον 2. Τότε προκύπτουν δύο περιπτώσεις : 

(0 Να έχουμε υπόλοιπο υ — 0, οπότε ο α γράφεται στη μορφή α = 2κ 
για κάποιον ακέραιο κ, και λέγεται άρτιος. 

(ϋ) Να έχουμε υπόλοιπο υ = 1, οπότε ο α γράφεται στη μορφή α = 2x4-1 
για κάποιον ακέραιο κ, και λέγεται περιττός. 
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Εύκολο μπορεί να συμπεράνει κανείς πως το άθροισμα δύο αρτίων ή 
δύο περιττών είναι άρτιος, το άθροισμα άρτιου με περιττό είναι περιττός, 
το γινόμενο δύο άρτιων ή άρτιου με περιττό είναι άρτιος και το γινό¬ 
μενο δύο περιττών είναι περιττός. Για παράδειγμα, αν α = 2κ 4- 1 και 
β = 2λ + 1, τότε α + β = 2(κ + λ + 1) είναι άρτιος. 

Αν εξετάσουμε τη διαίρεση ενός φυσικού ν με τον 3 τότε διαπιστώ¬ 
νουμε ότι κάθε ακέραιος α γράφεται σε μία από τις τρεις μορφές: 

α = 3κ, α = 3χ + 1, α = 3κ +■ 2, κ € Ζ 

ανάλογα με το αν το υπόλοιπο της διαίρεσης του α με το 3 είναι 0, 1 ή 2 
αντίστοιχα. Γενικότερα, αν χρησιμοποιήσουμε για διαιρέτη έναν φυσικό 
κ. τότε κάθε ακέραιος α γράφεται στη μορφή 

α = πκ 4- υ 


όπου ο = 0 ή 1 ή 2 ... ή κ - 1. 

Με τον τρόπο αυτό πετυχαίνουμε μια διαμέριση του συνόλου των ακε¬ 
ραίων αριθμών σε κ υποσύνολα 1 : 

Ζο = {πκ/π = 0, ±1, ±2,...} 

Ζ χ = {πκ+ 1/π = 0,±1 ±2,...} 

Ζ χ -1 = {πκ + κ — 1/π = 0, ±1, ±2,...}. 

Η σημασία της διαμέρισης του Ζ σε κλάσεις οφείλεται στο ότι στοι¬ 
χεία της ίδιας κλάση-ς έχουν παρόμοια συμπεριφορά ως προς τη διαίρεση. 
Έτσι, αντί να μελετήσουμε τη συμπεριφορά των ακεραίων ως προς κά¬ 
ποια ιδιότητα μπορούμε να εξετάσουμε τη συμπεριφορά των κλάσεων, το 
πλήθος των οποίων είναι πεπερασμένο. 

*Τα υποσύνολα αυτά αποτελούν “κλάσεις ισοδυναμίας", αφού μπορούμε για ακέ¬ 
ραιους ζ , ν να ορίσουμε τη σχέση ζ ν αν και μόνο αν οι ζ και χι αφήνουν το ίδιο 
υπόλοιπο αν διαιρεθούν με τον κ. Η σχέση — είναι σχέση ισοδυναμίας επειδή χ — χ, 
χ ~ υ <=> }/ ~ ι, χ — ^ και 2/ ~ ζ => χ ~ ζ για χάβε ζ, μ, : ακέραιους. Η κάθε 
κλάση περιέχει τους αριθμούς που είναι ισοδύναμοι μεταξύ τους και μόνον αυτούς. 
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Αιχφεζότητχ 


Παράδειγμα 

Να αποδείξετε ότι ανάμεσα σε τρεις διαδοχικούς ακεραίους ένας ακριβώς 
από αυτούς αφήνει υπόλοιπο 1 διαιρούμενος με το 3. 

Απόδειξη 

Έστω ν, ν 4- 1. ν + 2 οι τρεις διαδοχικοί ακέραιοι αριθμοί. 

(ϊ) Αν ν=3κ, τότε ν4ΐ=3κ4-1 και ν+2 =3κ+2. 

(ϊί)Αν ν=3κ+1, τότε ν-Μ=3κ4-2 και ν4-2=3κ+3=3(κ+1). 

(ίϋ)Αν ν=3κ4-2, τότε ν+1=3κ+3=3(κ+1) και ν4-2=3κ4-4=3(κ + 1)4-1. 

Σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένας μόνο αριθμός της μορφής 3λ+1, ο 
οποίος αφήνει υπόλοιπο 1 διαιρούμενος με το 3. 

Ένα κριτήριο προσδιορισμού ισοϋπόλοιπων αριθμών αποτελεί το ακό¬ 
λουθο θεώρημα. 

θεώρημα 1.1.2 

Δύο ακέραιοι αριθμοί είναι ισοϋπόλοιποι ως προς τον ακέραιο β -φ 0 αν 
και μόνο αν ο β διαιρεί τη διαφορά τους. 

Απόδειξη 

Έστω α, = π χ β 4- υ, και α 2 = ^β + με 0 < υ, < \β\ και 0 < < \β\. 

Αν υι = υζ, τότε αφαιρώντας τις παραπάνω σχέσεις κατά μέλη έχουμε 
στ» — α? — (7Τ| - πι)β. οπότε, ο ακέραιος αριθμός β διαιρεί τον αι - οτ 2 . 
Αντίστροφα, αν α χ - α· 2 = πβ, τότε α χ - (κφ 4- >> 2 ) = πβ και αι = 
(π 4- π 2 )β 4· υ* 2 · 

Το επόμενο θεώρημα εκφράζει πράξεις που καταλήγουν σε ισοϋπό- 
λοιπους αριθμούς. 

Θεώρημα 1.1.3 

Για οποιουσδήποτε ν ακέραιους αριθμούς, το άθροισμά τους και το άθροι¬ 
σμα των υπολοίπων τους διαιρούμενων με έναν κοινό διαιρέτη είναι ισοΰ- 
πόλοιποι αριθμοί ως προς τον διαιρέτη αυτό. Επίσης το ίδιο ισχύει για 
το γινόμενό τους και το γινόμενο των υπολοίπων τους. 

Απόδειξη 

Έστω α, = π,/3 4- υ, οι ν ακέραιοι, όπου β ο κοινός διαιρέτης και υ, τα 
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υχόλοιπα, με 1 < ί < ν. Τότε έχουμε ότι; 

(οίι 4- 4· ... 4- α ν ) — (ίο 4· ι>2 + · · - 4- υ ν ) = (χι 4- π 2 4*... 4- χ ν )β, 

δηλαδή ο β διαιρεί τη διαφορά του αριστερού μέλους, οπότε οι αριθμοί 
«ι 4- α 2 4- . - - + α ν χοπ Ά 4- μ* 4- - · * 4- υ ν είναι ισούπόλοιποι. 

Όμοια έχουμε ότι α,α 2 ··- α ¥ = (πιβ 4- υ\)[π^β 4- ι> 2 ) · · · (χ ν 3 4- υ ν ) και 
παρατηρούμε ότι όλοι οι όροι του δεξιού μέλους έχουν παράγοντα το 
β εκτός από ένα, οπότε αια 2 ···α ν - Οι^···^ = Αβ, όπου Α ένας 
ακέραιος, οπότε οι αριθμοί αι α· 2 ■ · ■ α ν και υι υ· 2 · · · υ ν είναι ισούπόλοιποι. 
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Λιαιρετότητα 


Εφαρμογές 1.1 

1. Αν ο α είναι ένας φυσικός αριθμός και β το τελευταίο ψηφίο του 
τότε οι α και β διαιρούμενοι με γ=2 ή 5 ή 10, είναι ισοϋπόλοιποι. 

Απόδειξη. 

Η διαφορά α - β τελειώνει σε μηδέν, οπότε οι αριθμοί 2, 5 και 
10 διαιρούν τη διαφορά α - β και η απόδειξη είναι άμεση από το 
θεώρημα 1.1.2 

2. Αν α είναι ένας φυσικός αριθμός και β είναι ο διψήφιος φυσικός 
που σχηματίζουν τα δύο τελευταία ψηφία του α, τότε οι α και β 
διαιρούμενοι με τον γ=4 ή 20 ή 25 ή 50 ή 100, είναι ισοϋπόλοιποι. 

Απόδειξη. 

Προφαντές, αφού οι αριθμοί 4, 20, 25. 50, 100 διαιρούν την διαφορά 
α - β. 

3. Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης (451 11 ■ 7707 21 : 8). 

Λύση. 

Οι αριθμοί 451 και 7707 διαιρούμενοι με τον 8 αφήνουν υπόλοιπο 
3. Από το Θεώρημα 1.1.3 η διαίρεση (451* 1 · 7707 21 : 8) αφήνει το 
ίδιο υπόλοιπο με την διαίρεση (3* 1 · 3 21 ; 8) ή την (9 31 : 8). Άρα το 
υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 1. 

4. Να βρείτε τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του τετραγώνου ενός 
οποιουδήποτε ακεραίου με το 4. 

Λύση. 

Αν ο ακέραιος α είναι άρτιος, δηλαδή α=2ν, τότε α 2 = 4ν 2 . 

Αν ο α είναι περιττός, δηλαδή α = 2ν+ 1, τότε α 2 = 4ν 2 + 4ν+ 1 = 
4(^ + ν) + 1. Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι 0 ή 1. 


5. Να βρείτε τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του τετραγώνου ενός 
περιττού ακεραίου με το 8. 

Λύση. 

Αν ν = 2κ + 1 ένας περιττός τότε έχουμε: 
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ν 2 = (2κ + I) 2 = 4κ 2 +4κ+1 = 4κ(κ+·1) + 1. Οι αριθμοί κ και κ+1 
ως διαδοχικοί ακέραιοι θα είναι ο ένας άρτιος και ο άλλος περιττός. 
Άρα το γινόμενό τους είναι άρτιος και γράφεται ως κ(κ + 1) = 2λ. 
Έτσι ν 2 = 8λ + 1 οπότε το ζητούμενο υπόλοιπο είναι πάντα το 1. 
Συμπερασματικά: Κάθε τέλειο τετράγωνο είναι της μορφής 8κ, 
8κ+1 ή 8κ+4. 

6. Να αποδείξετε ότι κανένας από τους αριθμούς 11, 111, 1111, ... 
δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 

Απόδειξη. 

Ο αριθμός 11 καταρχήν δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. Ένας 
τυχαίος αριθμός της μορφής 111... 111 μεγαλύτερος του 11 μπορεί 
να γραφεί ως εξής: 


111... 111 = 111 ...108 + 3. 


Όμως ο αριθμός 111... 108 είναι πολλαπλάσιο του 4. Άρα ο 
111... 111 είναι της μορφής 4κ + 3 οπότε αποκλείεται να είναι 
τέλειο τετράγωνο κάποιου ακεραίου, σύμφωνα με την Εφαρμογή 
5. 

7. Να βρείτε τους φυσικούς αριθμούς ν και μ που ικανοποιούν τη 
σχέση: 

1 ν 1 

— + — + — = 1 . 
ν μ νμ 

Λύση. 

Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση ; + £ + φ = 1μεμν έχουμε 

μ + ν 2 + 1 = μ ν ή μ ν — μ = ν 2 + 1 ή (ν — 1 )μ = ν 2 + 1. 

Αν είναι ν = 1, τότε προκύπτει 0=2, αδύνατο. Άρα πρέπει ν ^ 1 
και 

ν^ + 1 (ν - I) 2 + 2 


υ = 


= ν + 1 + 


ν - 1 ν— 1 ν — 1 

Εφόσον οι μ και ν είναι φυσικοί αριθμοί, οι μοναδικές τιμές που 
μπορεί να λάβει ο ν - 1 είναι 1 ή 2. Άρα οι ζητούμενες λύσεις είναι 
(μ, ν) = (5,2)ή(μ,ν)-(5,3). 
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Αιαιρετότητα 


8. Αν για έναν φυσικό κ θεωρήσουμε τον ν = κ 2 + 1 να αποδειχθεί 
ότι ο ν 2 δεν είναι της ίδιας μορφής. 

Απόδειξη. 

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει φυσικός λ τέτοιος ώστε ν = χ 2 + 1 και 
ν 2 = λ 2 + 1. Τότε: 

λ 2 + 1 = (χ 2 + I) 2 ή 
λ 2 = κ 2 {χ 2 2) ή 

(;) 2 =^ + 2 · 

Αρα ο λ/κ είναι φυσικός και έστω λ/χ = ρ . Έχουμε λοιπόν 
ρ 2 = κ 2 4- 2, το οποίο είναι αδύνατο, αφού χ 2 = 4μ ή κ 2 = 4μ + 1, 
οπότε κ 2 4- 2 = 4μ 4 2 ή κ 2 + 2 = 4μ 4- 3. 

Επομένως, ο ν δεν μπορεί να είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 
Άρα δεν υπάρχει φυσικός ν, τέτοιος ώστε οι ν και ν 2 να είναι της 
μορφής κ 2 + 1. 

9. Να αποδειχθεί ότι καμμία δύναμη του 2 δεν γράφεται ως άθροισμα 
κ διαδοχικών φυσικών (κ > 1) . 

Απόδειξη. 

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν κ διαδοχικοί φυσικοί 
μ, μ + 1, μ 4- 2,...,μ + κ — 1 με μ >0, τέτοιοι ώστε 

μ 4 (μ 4 1) + ... + (μ 4 χ — 1) = 2 ν 

για κατάλληλο φυσικό ν. 

Επομένως 2 ν = κμ 4 (1 4- 2 4· ... + κ - 1) = κμ 4- · χ ~'^ χ και 
2 ν+ι = 2κμ 4- {κ - 1)κ = χ(2μ 4 κ - 1). 

Για κ = 0, προκύπτει 0 = 2 ν+ι , αδύνατο. Για κ ^ 0, το αριστερό 
μέλος της ισότητας είναι γινόμενο δυο άρτιων ακεραίων, ενώ το 
δεξί μέλος της ισότητας είναι γινόμενο άρτιος και περιττού ακε¬ 
ραίου, άτοπο. Επομένως καμία δύναμη του 2 δεν γράφεται ως 
άθροισμα κ διαδοχικών φυσικών. 
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Ασκήσεις 1.1 

Α’ Ομάδα 

1. Να υπολογιστούν το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης των 
παρακάτω αριθμών με τον 17. 

(ΐ) 100 (ϋ) -100 (ϊϊϊ) 289 (ΐν) -342 

2. Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο δύο ακεραίων είναι περιττός ακέ¬ 
ραιος αν και μόνο αν οι δύο ακέραιοι είναι περιττοί. 

3. Να αποδειχθεί ότι: 

(ϊ) Το γινόμενο κ φυσικών αι, <*■},..., α„ είναι περιττός αριθμός αν 
και μόνο αν όλοι τους είναι περιττοί. 

(ϋ)Η δύναμη ενός φυσικού α είναι περιττός αριθμός αν και μόνο 
αν ο α είναι περιττός. 

4. Να αποδειχθεί ότι: 

(ΐ) το γινόμενο δύο ακεραίων της μορφής 4χ + 1 είναι επίσης της 
ίδιας μορφής, 

(ϋ) το γινόμενο δύο ακεραίων της μορφής 4κ + 3 είναι της μορφής 
4κ + 1, 

(ΐϋ)το γινόμενο δύο ακεραίων της μορφής 6κ + 5 είναι της μορφής 
Οχ + 1. 

5. Να αποδειχθεί ότι κάθε ακέραιος της μορφής 6χ + 5 είναι επίσης 
της μορφής 3χ - 1. Ισχύει το αντίστροφο; 

6. Να αποδειχθεί ότι κάθε φυσικός αριθμός της μορφής 8κ + 5 γρά¬ 
φεται στη μορφή 4λ + 1. Ισχύει το αντίστροφο; 

7. Αν ένας ακέραιος α διαιρούμενος με τον β = 16 αφήνει υπόλοιπο 
ω=11. βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του α + χ δια β, για χ=1, 
3, δ, 7, 9, 105, -7. 



10 


Διαφετότηζα 


8. Να αποδειχθεί ότι το τετράγωνο κάθε φυσικού της μορφής 
ν = 5κ 4- 1 είναι της ίδιας μορφής, 

9. Να αποδείξετε ότι το τετράγωνο κάθε ακέραιου είναι της μορφής 
3κ ή 3κ 4- 1. 

10. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν ο αριθμός 3ν 2 — 1 δεν μπορεί 
να γραφεί ως τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 

11. Να αποδειχθεί ότι κανένα τετράγωνο ακεραίου αριθμού δεν είναι 
της μορφής 5κ -I- 2 ή 5χ 4- 3. 


Β’ Ομάδα 

12. Να αποδειχθεί ότι για κάθε τριάδα ακεραίων α, β, γ το γινόμενο 
Ν = (α - β)(β - γ)(γ - α) είναι άρτιος αριθμός. 

13. Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των τετραγώνων δύο περιττών ακε¬ 
ραίων δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο ακεραίου ή ισοδύναμα ότι 
δεν υπάρχει ορθογώνιο τρίγωνο του οποίου οι δύο κάθετες πλευρές 
είναι περιττοί φυσικοί και η υποτείνουσα φυσικός αριθμός. 

14. Να αποδείξετε ότι ο κύβος κάθε ακεραίου είναι της μορφής 9κ, 
9κ+1 ή 9κ+8. 

15. Να αποδείξετε ότι η διαφορά των κύβων δύο διαδοχικών ακεραίων 
είναι πάντα περιττός αριθμός. 

16. Να αποδείξετε ότι αν ένας ακέραιος αριθμός α είναι ταυτόχρονα 
τετράγωνο και κύβος κάποιων ακεραίων, τότε θα είναι της μορφής 
α = 7κ ή α = 7χ 4- 1 (για παράδειγμα: 64 = 8 2 = 4 3 = 7 · 9 4- 1). 

17. Να αποδειχθεί ότι για κάθε περιττό ακέραιο α, ο α 4 είναι της μορφής 
Ι6μ 4-1. 

18. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση χ 2 4- ι/ 2 = 1999 δεν έχει ακέραιες 
λύσεις. 
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19. Έστω ένας περιττός ακέραιος α και ένας άρτιος φυσικός ν. Να 
αποδειχΟεί ότι η εξίσωση. 

χ ν χ ν_1 + ... + χ ί + χ + α = 0 
δεν έχει ακέραιες ρίζες. 

20. Να αποδειχτεί ότι το τελευταίο ψηφίο του τετραγώνου κάθε ακε¬ 
ραίου είναι ένας από τους αριθμούς 0, 1, 4, ο, 6, 9. 
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Διαιρετότητα 


1.2 Διαιρετότητα 


Στην προηγούμενη παράγραφο διαμερίσαμε τους ακεραίους σε κλάσεις 
ισοϋπολοίπων ως προς κάποιον δοσμένο διαιρέτη, θα μελετήσομε κα¬ 
τόπιν την κλάση ισοϋπολοίπων Ζ< ( , δηλαδή το σύνολο των ακεραίων που 
αφήνουν υπόλοιπο 0 ως προς την διαίρεση με έναν δοσμένο αριθμό. 
Εστω δύο ακέραιοι αριθμοί α και β με β φ 0. Ο αριθμός α καλείται 
πολλαπλάσιο του β ή ισοδύναμα ο β είναι παράγοντας του α αν και 
μόνο αν η διαίρεση α διά β αφήνει υπόλοιπο μηδέν, οπότε γράφουμε β | α. 

θεώρημα 1.2.1 

Για οποιουσδήποτε ακέραιους αριθμούς α, β , γ και δ ισχύουν : 

(>) Αν α | β και β α, τότε α= ±β . όπου α.β φ 0. 

(ίί) Αν α | β και β | γ, τότε α | γ. όπου α,β Φ 0. 

(ίίί) Αν α | β , τότε α | λβ για κάθε ακέραιο λ Φ 0, όπου α φ 0. 

(ίν) Αν αβ | γ, τότε α | γ και β \ γ , όπου α,β φ 0. 

(ν) Αν α | /3, τότε αγ | /3γ, όπου α, γ φ 0. 

(νΐ) Αν α | β και γ | δ , τότε αγ | /3Λ, όπου α, γ Φ 0. 

(νίί) Αν α ; β, τότε |α| < |/3|, όπου α,β Φ 0. 

(νΐϋ) Αν α | β και α | γ, τότε α | (χβ + ντ), για κάθε ζεύγος ακεραίων χ 
και {/, όπου α Φ 0. 

(ΐχ) Αν α | (β + γ) και α | β , τότε α | γ , όπου α φ Ω. 

(χ)(—1) | α και 1 α, οι οποίοι ονομάζονται τετριμμένοι παράγοντες 
του α. 

Απόδειξη. 

Οι σχέσεις (ϊ) (χ) προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό. 

Κριτήρια Διαιρετότητας 

Η κατάταξη των ακεραίων αριθμών σε κλάσεις ισοϋπολοίπων είναι άμεσα 
συνδεδεμένη με το πρόβλημα εύρεσης υπολοίπου. Για το λόγο αυτό και 
είναι αναγκαία τα κριτήρια που ακολουθούν. 


Πρόταση 1.2.2 

Αν α είναι ένας φυσικός αριθμός και β είναι το άθροισμα των ψηφίων του 
α, τότε οι α και β διαιρούμενοι με γ=3 ή 9 είναι ισοϋπόλοιποι. Δηλαδή, 
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ένας φυσικός αριθμός και το άθροισμα των ψηφίων του, αφήνουν το ίδιο 
υπόλοιπο διαιρούμενοι με 3 ή 9. 

Απόδειξη. 

Έστω β το άθροισμα των ψηφίων του α και γ=3 ή γ=9. Αν αο, αι,..., α χ 
είναι τα ψηφία του α και α = α χ 10* + ... + α) 10 + αο, τότε 




α = (α ν + 


1 


1 


χ-ψορίς 

όπου λ — α*· 11. - - 1 + .. · 4· «ι · 

Επομένως οι αριθμοί 3 και 9 διαιρούν τη διαφορά α — β και από την 
Πρόταση 1.1.2 η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Αν σε έναν φυσικό αριθμό ν αριθμήσουμε τα ψηφία του από δεξιά προς 
τα αριστερά ξεκινώντας από την θέση 1, τότε τα ψηφία του α που βρί¬ 
σκονται σε άρτια (αντίστοιχα περιττή) θέση ονομάζονται ψηφία άρπας 
(αντίστοιχα περιττής) τάξης. Έτσι, π.χ., στον α=ΐ28 τα ψηφία I και 
8 είναι τα ψηφία περιττής τάξης. 


Πρόταση 1.2.3 

Έστω α είναι ένας φυσικός αριθμός, σι το άθροισμα των ψηφίων περιττής 
τάξης και σ 2 το άθροισμα των ψηφίων άρτιας τάξης του α. Οι αριθμοί α 
και θ\ — α·ι διαιρούμενοι με τον 11 είναι ισοϋχόλοιποι. 

Απόδειξη. 

Αν ο φυσικός α είναι της μορφής α = α*10* 4 ... 4 «ι 10 4 αο, τότε 
γράφεται: 

α = αο 4 αι (11 — I) 4- «2(99 4 I) 4 «3(1001 — 1) 4 ... = 

= («ο — «| 4 «2 — α 3 4 · · ·) 4 «ι 11 4 «299 4- «31001 4 ... = 

= σι — σ-2 + 11 («ι 4 «29 4 «391 4 ...) 


Επομένως, ο αριθμός 11 διαιρεί την διαφορά α - (σι - σ 5 ) και η απόδειξη 
ολοκληρώθηκε. 
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.Διαιρετότητα 


Συνοψίζοντας, έχουμε τα ακόλουθα κριτήρια διαιρετότητας: 

Έστω α ένας φυσικός αριθμός. 

1. Ο α διαιρείται με τον 2 ή τον 5 αν και μόνο αν το τελευταίο ψηφίο 
του α διαιρείται με τον 2 ή τον 5, αντίστοιχα. 

2. Ο α διαιρείται με τον 4, 20, 25, 50, 100 αν και μόνο αν ο διψήφιος 
αριθμός που σχηματίζουν τα δύο τελευταία ψηφία του διαιρείται με 
τον 4, 20, 25. 50, 100 αντίστοιχα. 

3. Ο α διαιρείται με τον 3 ή τον 9 αν και μόνο αν το άθροισμα των 
ψηφίων του α διαιρείται με τον 3 ή τον 9, αντίστοιχα. 

4. Ο α διαιρείται με τον 11 αν και μόνο αν η διαφορά του αθροίσματος 
των ψηφίων του α περιττής τάξης μείον το άθροισμα των ψηφίων 
του α άρτιας τάξης διαιρείται με τον 11. 

Παρατήρηση 

Τα κριτήρια διαιρετότητας εξαρτώνται από το σύστημα αρίθμησης που 
χρησιμοποιούμε. Τα παραπάνω κριτήρια προϋποθέτουν ότι οι αριθμοί 
είναι γραμμένοι στο δεκαδικό σύστημα. 

Στο Κεφάλαιο 2 θα δούμε πώς μπορούμε να κατασκευάσουμε κριτήρια 
διαιρετότητας για διαίρεση με οποιονδήποτε αριθμό. 
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Εφαρμογές 1.2 

1. Αν α και β είναι δύο περιττοί ακέραιοι αριθμοί τότε 8 | α 2 - β 2 . 

Απόδειξη. 

Προφανής, αφού γνωρίζουμε ότι οι φυσικοί α 2 και/3 2 , διαιρούμενοι 
υε τον 8, δίνουν και οι δύο υπόλοιπο υ=1. 

V 

2. Για κάθε φυσικό αριθμό ν ο ν 3 - ν είναι πολλαπλάσιο του 3. 
Απόδειξη. 

Ο αριθμός α = ν 3 - ν γράφεται στη μορφή α = ν(ν 2 - I) = 
(ν — 1) ν (ν + 1) άρα, ως γινόμενο τριών διαδοχικών φυσικών, είναι 
πολλαπλάσιο του 3. 

3. Για κάθε φυσικό αριθμό ν, οι αριθμοί ν (ν - 1) και (ν + 1) έχουν 
διαφορετικό άθροισμα ψηφίων. 

Απόδειξη. 

Παρατηρούμε ότι (ν+1) 2 — ν(ν — 1) = ν 2 + 2ν + 1 — ν 2 + ν = 
3ν+ 1 και από την Πρόταση 1.1.2 οι φυσικοί ν(ν - 1) και (ν + 1)*’, 
διαιρούμενοι με τον 3 αφήνουν διαφορετικά υπόλοιπα. Επομένως 
τα αθροίσματα των ψηφίων τους είναι διαφορετικά. 

4. Για κάθε φυσικό αριθμό ν, ένας ακριβώς από τους ν, ν+2 και ν+4 
διαιρείται τέλεια με τον αριθμό 3. 

Απόδειξη. 

Ο φυσικός ν μπορεί να γραφεί σε μία από τις μορφές: ν = 3κ, 
ν = 3κ 4- 1 ή ν = 3κ + 2. 

(ί) Αν ν=3κ, τότε 3 | ν. 

(ϋ) Αν ν=3κ+1, τότε ν + 2 = 3χ+3 = 3{κ + 1) και 3 | (ν + 2). 
(ϊΐϊ)Αν ν=3κ+2, τότε ν + 4 = 3κ + 6 = 3(κ + 2) και 3 | (ν + 4). 

5. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ο αριθμός ν(ν 2 + 2) είναι 
πολλαπλάσιο του 3. 

Απόδειξη. 

Εξετάζουμε τρεις περιπτώσεις: 



•Αιαφετότητα 

(ΐ) Αν ν = 3κ, τότε ν(ν 2 4- 2) = 3χ(9χ 2 4- 2). 

(ϋ) Αν ν = 3χ + 1. τότε 

ν(ν 2 4-2) = (3χ 4-1)(9χ 2 4-6χ 4· 3) 

= 3(3χ 4- 1)(3χ 2 4- 2χ 4- 1). 


(ϋΐ) Αν ν = 3χ 4- 2, τότε 

ν{ ν 2 4- 2) = (3x4-2)(9Χ 2 4-12x4-6) 

= 3(3χ 4- 2)(3χ 2 4- 4χ 4- 2). 

Αρα σε κάθε περίπτωση ο αριθμός ν(ν 2 4- 2) είναι πολλαπλάσιο 
του 3. 

6. Για κάθε φυσικό ν να αποδείξετε ότι ο Ν = 3 2ν+1 4- 2 ν+2 είναι 
πολλαπλάσιο του 7. 

Απόδειξη. 

(α τρόπος} Από το Θεώρημα 1.1.3 γνωρίζουμε ότι ο φυσικός 
3 2ν-Η = 3 · 9 ν διαιρούμενος με τον 7 δίνει το ίδιο υπόλοιπο με 
τον 3 ■ 2 ν . Επομένως ο .V = 3 2ν+1 4- 2 ν+ϊ διαιρούμενος με τον 7 
είναι ισοϋπόλοιπος με τον 3 ■ 2 ν 4- 2 ν+2 = 7 · 2 ν . Άρα ο αριθμός Ν 
είναι πολλαπλάσιο του 7. 

(β τρόπος) Είναι διαδοχικά: 

3 2ν+1 +2 ν+2 = 3 · 3 2ν 4- 4 ■ 2 ν 

= 3 · 9 ν 4- (7 · 2 ν - 3 · 2”) 

= 3(9*’ - 2 ν ) 4- 7 · 2 ν 

= 3(9 — 2)(9 ν_ι 4- θ" -2 · 2 4-... 4- 2 ν_Ι ) 4- 7 · 2 ν 
= 7κ. 


όπου χ = 3(9 ν_ι + 9 ν ~ 2 4- 


• · · 


4- 2 ν -') 4-2 ν . 
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7. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ο Ν = ν 5 - 5ν 3 4- 4ν είναι 
πολλαπλάσιο του 8. 

Απόδειξη. 

Ο αριθμός Ν' γράφεται ως : 

Ν = ν* — 5ν 3 4- 4ν 
= ν(ν 4 - 5ν 2 + 4) 

= ν(ν 2 — Οίν 2 — 4) 

= ν( ν — 1)(ν 4-1)(ν — 2)(ν 4- 2). 

Δηλαδή, ο Ν είναι το γινόμενο πέντε διαδοχικών ακεραίων. Ανά- 
μεσά τους υπάρχουν τουλάχιστον δύο άρτιοι από τους οποίους ο 
ένας είναι σίγουρα πολλαπλάσιο του 4. Αρα ο Ν είναι πολλαπλάσιο 
του 2-4=8. 

8. Να αποδειχθεί ότι 25 | (Ι6 ν 4- 10ν - 1) για κάθε φυσικό ν. 

Απόδειξη. 

Παρατηρούμε ότι 

16 ν = (15 4- 1) ν 

= 15 ν + ν - 15 ν_Ι + ... + ν· 15 + 1 
= 3 ν · 5” + ν - 3 ν_ι · 5 ν_ * + ... + ν · 15 + 1 
= 25κ 4- 15ν + 1. 

για κατάλληλο φυσικό κ. 

Άρα 16 ν 4- ΙΟν— 1 = 25κ+25ν = 25(χ+ν) και 25 | (1θ ν 4-10ν-1). 

9. Έστω α και β δυό περιττοί φυσικοί. Να αποδειχθεί ότι 
2* | (α 3 — β*) αν και μόνο αν 2 Χ | (α - β). 

Απόδειξη. 

Αν 2 Χ | (α - β), τότε ο 2 Χ διαιρεί και τον αριθμό α 3 - β 3 = {α - 
/3)(α 2 + α/3 + β 2 ), αφού ο αριθμός α 2 4- <χβ 4- β 2 είναι ακέραιος. 
Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι 2 Χ | (α 3 — β 3 ). Ο αριθμός α 3 — β λ 
γράφεται α 3 - β 3 = (α - /3)(ατ + αβ + β 2 ). 

Επειδή ο α 2 + αβ + β 2 είναι περιττός, δεν θα διαιρείται από τον 2 Χ , 
οπότε 2 Χ | (α - β). 
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Διαιρετότητατ 


10. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ισχύει ότι 9 | (2 4ν4 ·' -2 2ν -1). 

Απόδειξη. 

Παρατηρούμε ότι 

2^41 _ 2 2 * - 1 = (2 2ν - 1)(2 2ν+ι 4- 1) 

= (4 ν — 1)(2 2ν+1 + 1) 

= (4 - 1)(4 ν - 1 + + 1)(2+ 1) 

(2 2ν - 2 2ν ~* + ... + 1) 

= 9(4 ν ~ ι 4-... 4- 1)(2 2ν - 2 2ν ~ 1 + ... 4- 1) 

Επομένως, ο αριθμός 2 4ν+ι - 2 ν - 1 είναι πολλαπλάσιο του 9. 

11. Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των τετραγώνων τριών διαδοχικών 
περιττών φυσικών αυξημένο κατά 1 είναι πολλαπλάσιο του 12. 

Απόδειξη. 

θεωρούμε τρεις διαδοχικούς περιττούς 

2κ + 1,2χ 4- 3,2κ 4- 5 

και υπολογίζουμε το άθροισμα των τετραγώνων τους συν 1: 

Ν = (2χ 4- 1 ) 2 4- (2χ + 3) 2 4- (2χ 4- 5) 2 4- 1 
= 12κ 2 4- 36χ 4- 36 
= 12(χ 2 4- 3κ 4- 3). 

Άρα 12 | Λ\ 

12. Αν <χ,β και γ είναι τρεις φυσικοί αριθμοί με α 2 4-/3 2 = γ 2 , να απο- 
δειχθεί ότι 3 | αβγ. 

Απόδειξη. 

Γνωρίζουμε ότι το τετράγωνο ενός αριθμού που δεν είναι πολλα¬ 
πλάσιο του 3 είναι της μορφής 3χ 4- 1. 

Αν υποθέσουμε ότι κανείς από τους φυσικούς α,/3, γ δεν είναι πολ¬ 
λαπλάσιο του 3, τότε α 2 = 3χ + 1, βΡ = 3λ 4- 1, γ 2 = 3μ 4- 1, για 
κατάλληλους κ. λ, μ. Έτσι προκύπτει ότι 3x4-1 4- 3λ 4-1 = 3μ +1, 
αδύνατο. 

Επομένως, ένας τουλάχιστον από τους χ,β,γ είναι πολλαπλάσιο 
του 3. οπότε 3 | αβγ. 



θεωρία των .Αριθμών 


19 


Ασκήσεις 1.2 

Α’ Ομάδα 

1. Να ολοκληρωθεί η απόδειξη του θεωρήματος 1.2.1. 

2. Βρείτε το πλήθος των θετικών ακεραίων που δεν υπερβαίνουν τον 
αριθμό 10000 και που διαιρούνται ακριβώς με τον αριθμό: 

(ΐ) 5 (π) 25 (ϋΐ) 125 (ΐν) 225 

3. Πόσοι αριθμοί μεταξύ του 100 και του 1000 διαιρούνται ακριβώς 
με καθέναν από τους παρακάτω αριθμούς; 

(ΐ) 7 (ίί) 17 (ϋΐ) 27 (ΐν) 49 

4. Υπάρχουν θετικοί ακέραιοι α, β, γ τέτοιοι ώστε α \ β · γ, ενώ ο α 
δεν διαιρεί ούτε τον β ούτε τον γ; 

5. Αν α και β είναι δύο ακέραιοι αριθμοί τέτοιοι ώστε α | β , τότε 
α χ | β* για κάθε θετικό ακέραιο κ. 

6. Να αποδειχθεί ότι: 

(ΐ) Αν α | β και α | γ, τότε α 2 1 βγ. 

(ΐΐ)Αν γ φ 0, τότε α \ β αν και μόνο αν αγ | βγ. 

7. Έστω ένας ακέραιος α που δεν είναι πολλαπλάσιο του 2 ή του 3. 
Να αποδειχθεί ότι ο α 2 είναι της μορφής 12ν + 1. 

8. Να αποδειχθούν τα παρακάτω για κάθε φυσικό ν > 1. 

(ΐ) 3 | (2 2 * - 1) 

(ΐϊ) (α - β) | (α ν - β ν ), για κάθε επιλογή διακεκριμένων ακεραίων 
α, β. 

(ΐΐΐ)(α + β) | (α 2ν_ι + /3 2ν_1 ), για κάθε επιλογή ακεραίων α. β. 

9. Έστω ν ένας φυσικός αριθμός και α, β δύο διακεκριμένοι ακέραιοι. 
Να αποδειχθεί ότι (α +/3) | (α 2ν - β 2ν )· 

10. Αν ο αριθμός ν δεν είναι πολλαπλάσιο του 5, να αποδειχθεί ότι ο 
ν 4 είναι της μορφής όκ + 1. 

11. Αν α και β είναι δύο ακέραιοι, όχι πολλαπλάσια του 5, να αποδει- 
χθεί ότι 5 | (α 4 — β*). 
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Αιχιρετότητχ 


Β’ Ομάδα 

12. Να αποδειχθεί ότι για κάθε άρτιο φυσικό ν. ο αριθμός 

Ν = 2 + 2 2 + 2 3 + ... + 2 ν 1 + 2 ν είναι πολλαπλάσιο του 6. 

13. Αν ένας ακέραιος α είναι πολλαπλάσιο του 3 αλλά όχι και του 2, 
να αποδείξετε ότι 4 | (α 2 - 1). 

14. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 


2 <ν+2 + 1 

5 

είναι ακέραιος, για κάθε φυσικό ν. 

15. Αν α, β είναι δύο φυσικοί που δε διαιρούνται με τον 3, να αποδειχθεί 
ότι ο Λ Τ = α 2 + β' δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 

10. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό ν ισχύει ότι 8 ν | (4ν)’ και 
16 ν | (Ον)!, όπου ν! = 1 ■ 2 ■ 3 ·... · (ν — 1) · ν. 

17. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ο αριθμός Λ Τ = ν 6 - ν διαι¬ 
ρείται με τον αριθμό 5. 

18. Να αποδειχθεί ότι το άθροισμα των κύβων τριών διαδοχικών ακε¬ 
ραίων διαιρείται με τον αριθμό 9. 

19. Αν α, κ, ν, <5 είναι φυσικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε 

<5 | α 2 * + 1 και δ | α 2 ” - 1, 

με κ > ν, τότε ο δ είναι 1 αν ο α είναι άρτιος και 2 αν ο α είναι 
περιττός. 

20. Έστω α, κ δύο μη-μηδενικοί φυσικοί τέτοιοι ώστε ο αριθμός α 2 4-κ 
να διαιρεί τον (α - 1)α(α + 1). Να αποδείξετε ότι κ > α. 

21. Έστω ζ,»/ δύο διαφορετικοί επταψήφιοι αριθμοί που αποτελούνται 
απο τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 χωρίς επαναλήψεις. Να αποδείξετε 
ότι ο χ δεν γίνεται να είναι πολλαπλάσιο του ν. 
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22. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ο αριθμό·; Ν = 7 ίν —2352ν— 1 
είναι πολλαπλάσιο του 2304. 

23. Να αχοδειχθεί ότι αν μ > 1 και 2 ν + 1 = α μ , τότε μ = 2. 
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Διαφεζόζητα 


1.3 Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης 

Ο μέγιστος κοινός διαιρέτης δύο ακεραίων αριθμών α, β προσδιο¬ 
ρίζεται ως ο μέγιστος φυσικός κοινός παράγοντάς τους. Ιδιαίτερο εν¬ 
διαφέρον παρουσιάζει ο αλγόριθμος εύρεσής του, ο οποίος συνδέει τη 
διαιρετότητα δύο αριθμών με τη διαιρετότητα των διαδοχικών υπολοίπων 
τους, ενώ ως αντίστροφη διαδικασία εκφράζει όπως θα δούμε παρακάτω 
τη γραμμική διοφαντική εξίσωση. Ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α 
και β συμβολίζεται με δ = (α,/3) και αν είναι ίσος με τη μονάδα τότε οι 
αριθμοί α και β ονομάζονται πρώτοι μεταξύ τους ή σχετικά πρώτοι. 
Προφανώς αν α | β , τότε (α,/3) = α. 

Πρόταση 1.3.1 

Έστω α και β δύο ακέραιοι αριθμοί με β Φ 0 και υ το υπόλοιπο της 
διαίρεσης α δια β. Τότε ένας ακέραιος δ διαιρεί τους α και β αν και 
μόνο αν είναι κοινός διαιρέτης των β και υ. 

Απόδειξη. 

Από το Θεώρημα 1.2.1 (νϊίϊ) προκύπτει ότι αν ο δ είναι κοινός παρά¬ 
γοντας των α και β , τότε θα είναι και κοινός παράγοντας των α και 
υ = α - ηβ. Προφανώς ισχύει και το αντίστροφο. 

Πρόταση 1.3.2 

Έστω α, β και γ τρεις μη μηδενικοί ακέραιοι αρ.θμοί. Τότε ισχύουν οι 
ακόλουθες σχέσεις : 

(') <«./3) = (β ·») = Ο*, ~β) = (“,β + αγ) , 

(Η) (ο, (β, γ)) = ((α,β), γ), 

(ίίΐ) (α, 1) = 1 και(α,Ο) = α. 

Απόδειξη. 

Απλή εφαρμογή του ορισμού. 

Η ουσιαστική μέθοδος εύρεσης του μεγίστου κοινού διαιρέτη (α, β) είναι 
ο αλγόριθμος του Ευκλείδη. Είναι μια διαδικασία που χρησιμοποιεί 
διαδοχικές διαιρέσεις και περιγράφεται στο θεώρημα που ακολουθεί. 
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Πρόταση 1.3.3 (Αλγόριθμος του Ευκλείδη) 

' Εστω α και β δύο φυσικοί αριθμοί, θεωρούμε τις εξισώσεις : 



= Χιβ + 0\, 

0 
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β 

β 

— + »2ι 
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10 
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υι 


— π 3 ά + >>}, 
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►0 
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= ~χ^χ-1 + 'Λο 

0 

< 

υ χ 

< 

Οχ-1 

ν*- 1 

= *χ+1 ^χ· 







Τότε ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α, β είναι το τελευταίο μη μηδενικό 
υπόλοιπο υ*. 

Απόδειξη. 

Παρατηρούμε ότι όλα τα υπόλοιπα είναι φυσικοί αριθμοί και ι>ι > μ* > 
ο, > ... Για το λόγο αυτό, η διαδικασία αργά ή γρήγορα καταλήγει σε 
ένα μηδενικό υπόλοιπο. Αρκεί τώρα να αποδείξουμε πως το υπόλοιπο υ χ 
ισούπαν με τον (α,/3). Από την Πρόταση 1.3.2(ί) έχουμε : 

(α,/3) = (α-π,/3,/3) = (Ά,β) 

= (υι,/3 - .τ 2 <ό) = 

= (υ, - π 3 υ2, ο*) = (ι*, ύ>) 

= (υ χ - 3 - π χ _ιυ χ _ 2 , υ χ _ 2 ) = (υ χ _],υ χ _ 2 ) 

= (υ χ _ι, υ χ _ 2 - π χ υ χ _ι) =(υ χ _],υ χ ) 

= υ χ . 

Στις εξισώσεις της προηγούμενης πρότασης μπορούμε να λύσουμε ως 
προς υ χ με απαλοιφή των υπολοίπων: 

’-^χ— I * * · * ι ^2* 

ακολουθώντας την αντίστροφη πορεία. Έτσι, ο υ χ = (α,/3) μπορεί να 
γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός των α και β. Καταλήγουμε λοιπόν στο 
παρακάτω σημαντικό αποτέλεσμα: 

θεώρημα 1.3.4 

Αν δ είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β, τότε υπάρχουν 
ακέραιοι κ και λ τέτοιοι ώστε δ = (α,/3) = χα + λβ. 
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Διαιρετότητα 


Στην περίπτωση που ο δ είναι ίσος με τη μονάδα, ισχύει και το αντί¬ 
στροφο, όπως αποδεικνύεται στο παρακάτω θεώρημα. 

Πόρισμα 1.3.5 

Δύο ακέραιοι αριθμοί α και β είναι πρώτοι μεταζύ τους αν και μόνο αν 
υπάρχουν ακέραιοι κ και Α τέτοιοι ώστε κα + λβ = 1. 

Απόδειξη. 

Αν οι ακέραιοι α και β είναι πρώτοι μεταζύ τους τότε (α,β) = 1 και από 
το θεώρημα 1.3.4 υπάρχουν ακέραιοι χ και λ τέτοιοι ώστε κα 4- λβ = 1. 
Αντίστροφα, αν υπάρχουν χ, λ με χα + λβ = 1 και δ = (α,β), τότε 
δ|α χαι 310. Επομένως δ|(χα -4- λ/3), δηλαδή δ | 1 ή δ = 1. 

Παράδειγμα 

Εύρεση του Μ.Κ.Δ. των 567 και 392. 

567 = 1-392 +175 (βήμα 1) 

392 = 2 -175 +42 (βήμα 2) 

175 = 4-42 +7 (0ήμα 3) 

42 =6-7 

Αρα (567, 392)=7. 

Επαλήθευση: Είναι 567 = 3-3-3 - 3-7 και 392 = 2 · 2 · 2 · 7 · 7. 

Πράγματι, ο αριθμός 7 είναι ο μοναδικός κοινός διαιρέτης των δύο αριθ¬ 
μών, μεγαλύτερος του 1, οπότε ο Μ.Κ.Δ. είναι 7. 

Για να βρούμε τους αριθμούς χ, λ του Θεωρήματος 1.3.4 εργαζόμαστε 
ως εξής: 


7 = 175 -4-42 (από το βήμα 3) 

= 175 - 4(392 - 2 - 175) (από το βήμα 2) 

= -4-392 + 9-175 

= -4 · 392 + 9(567 - 392) (από το βήμα 1) 

= 9 · 567 - 13 · 392 

Ο αλγόριθμος του Ευκλείδη είναι ένας πολύ αποτελεσματικός τρόπος 
εύρεσης του Μ.Κ.Δ., ακόμα και για μεγάλους αριθμούς. 0 αριθμός των 
βημάτων που χρειάζεται για να βρούμε τον Μ.Κ.Δ. με τον αλγόριθμο 
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του Ευκλείδη είναι το πολύ 5 φορές το πλήθος των ψηφίων του μικρότε¬ 
ρου από τους αριθμούς 1 . 


Σχόλιο 

Ο αλγόριθμος του Ευκλείδη και οι πράξεις για την εύρεση των αριθμών 
κ, λ τέτοιων ώστε δ = κα + λβ μπορούν να παρασταθούν με τη μορφή 
πίνακα, όπως φαίνεται παρακάτω. Για παράδειγμα για το (37,10) = 1 
έχουμε 

37= 3-10 + 7 
10= 1-7 + 3 
7 = 2-3+1 
3= 31 

και 1 = 7-2·3 = 7 — 2(10—1 7) = -2 10+3 (37-3-10) = 3-37-11-10. 
Στην πρώτη γραμμή τοποθετούμε τα υπόλοιπα ενώ στην τελευταία τα 
πηλίκα των διαιρέσεων δύο διαδοχικών αριθμών της μεσαίας γραμμής. 



_ 

υπολ(ιτ : ι/) 



» · 1 

□ 

V 

υπολ(χ : ι/) 

• · · 



πηλίχο(χ : ;/) 





Β 
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1 

0 

υπόλοιπα 

37 
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1 



3 

ο 

2 

3 

πηλίκα 


Η διαδικασία τελειώνει όταν το υπόλοιπο γίνει μηδέν και ο μέγιστος 
κοινός διαιρέτης είναι το τελευταίο μη μηδενικό υπόλοιπο. Για να βρούμε 
τους κ. λ γράφουμε τα πηλίκα που βρήκαμε με αντίθετο πρόσημο και 
ακολουθούμε την αντίστροφη διαδικασία, συμπληρώνοντας την πρώτη 
στήλη με τους αριθμούς 1, 0 αρχικά. 


Ο 


□ 

α 


0 

« · · 

α 

απ + υ 

• » « 



□ 




Ή χειρότερη περίπτωση συμβαί^ όταν οι αριθμοί είναι διαδοχικοί αριθμοί 
Ρίβοηήΐχί. 
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Διαιρετότητα 


1 

0 

1 

-2 

3 

0 

1 

-2 

3 

-11 

-3 

-2 

-1 

-3 



Οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι δύο τελευταίοι τη; μεσαίας στήλης, 
δηλαδή 1 = 3-37 4-(-11)* 10. 

Η παραπάνω διάταξη αναφέρεται ως “μέθοδος Αυδή", αφού ο 1. Αυδής 
την περιέγραψε πρώτος στην Ελληνική βιβλιογραφία. 

Εκμεταλλευόμενοι το “μέγιστο" είμαστε σε θέση να δώσουμε έναν 
ισοδύναμο ορισμό για τον μέγιστο κοινό διαιρέτη δύο ακεραίων αριθμών. 

Θεώρημα 1.3.6 

Έστω δύο ακέραιοι αριθμοί α, β και δ ένας θετικός κοινός διαιρέτης 
τους. Τότε ο δ είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β αν και 
μόνο αν για κάθε θετικό κοινό διαιρέτη δ' των α και β ισχύει δ’ | δ . 

Απόδειξη. 

Αν δ = (α,β), τότε από το θεώρημα 1.3.4 θα γράφεται δ = κα + λ/3 
όπου κ και λ είναι κατάλληλοι ακέραιοι, Επομένως, για κάθε δ' με δ | α 
και δ | β έχουμε δ | (κα + λβ) και δ | δ. Αντίστροφα, αν υποθέσουμε 
ότι ο δ είναι ένας θετικός κοινός διαιρέτης των α και β, τέτοιος ώστε 
δ δ για κάθε κοινό διαιρέτη δ των α και β, τότε είναι προφανές ότι 
δ < δ και δ=(α.β). 

Το παραπάνω θεώρημα αποδεικνύει επιπλέον ότι ο μέγιστος κοινός 
διαιρέτης δύο αριθμών είναι μοναδικός. Πράγματι, αν δ] και είναι δύο 
μέγιστοι κοινοί διαιρέτες των α και β, τότε δι | και | δ|. Άρα από 
την Πρόταση 1.2.1 (ϊ) ισχύει δ! = δ 2 . δηλαδή ο Μ.Κ.Δ. δύο αριθμών είναι 
μοναδικός. 

Η σχέση της πράξης του πολλαπλασιασμού με τον Μ.Κ.Δ. εκφράζεται 
από την ακόλουθη πρόταση : 

Πρόταση 1.3.7 

Έστω α. β και γ τρεις ακέραιοι αριθμοί, με γ > 0. Τότε ισχύουν τα εξής: 

(>) («7,βϊ) = /·(«,β)· 

(ΐϊ) Αν γ | α και γ | β , τότε (* ,2 ) =1 (α,β). 
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Απόδειξη. 

(ί) Ας θεωρήσουμε 5ι = {α,β) και δ 2 = (αγ,/3γ). Προφανώς 
γδι | αγ και γδ| | βγ, δηλαδή γίι | δ 2 , από το θεώρημα 1.3.6. Ακόμη 
γ(α,β) = χαγ 4- λβγ για κατάλληλους ακεραίους κ και λ. Επομένως 
§2 | (καγ 4 λ/3γ) ή & | γδι και τελικά προκύπτει ότι δ? = γδ|. 

(ΐί) Η απόδειξη είναι άμεση συνέπεια του (ϊ). 

Από το μέρος (ϊϊ) της παραπάνω πρότασης είναι προφανές το ακόλουθο 
πόρισμα. 

Πόρισμα 1.3.8 

Αν δ — (α./3) είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β, τότε οι 
αριθμοί α/6 και β/δ είναι πρώτοι μεταξύ τους, δηλαδή = 1. 

Με τη χρήση της έννοιας του Μ.Κ.Δ. μπορούμε να αποδείξουμε ένα 
ισχυρό Θεώρημα στη διαιρετότητα: 

Θεώρημα 1.3.9 (Λήμμα του Ευκλείδη) 

Αν για τους ακεραίους α, β και γ ισχύει γ \ αβ και (γ, α) = 1, τότε γ \ β. 

Απόδειξη. 

Αφού (γ, α) = 1 από την Πρόταση 1.3.7(ϊ) έχουμε ότι (γ/3, αβ) = β. 
Όμως γ ] γβ και γ \ αβ, δηλαδή ο γ είναι κοινός διαιρέτης των γβ και 
αβ και από το Θεώρημα 1.3.6 προκύπτει ότι γ | β. 

Με τη βοήθεια του Λήμματος του Ευκλείδη οδηγούμαστε σε αρκετά ση- 
μνατικά αποτελέσματα, όπως τα ακόλουθα: 

Πρόταση 1.3.10 

Αν για τους ακεραίους α, β και γ ισχύει α | γ, β \ γ και (α,β) = 1, τότε 
αβ | γ. 

Απόδειξη. 

Αφού α | γ θα υπάρχει ακέραιος αριθμός χ τέτοιος ώστε γ = χα. Επο¬ 
μένως β | κα με (α,/3) = 1, άρα από την Πρόταση 1.3.9 έχουμε ότι β \ χ. 
Τελικά από το θεώρημα 1.2.1 (ν) προκύπτει ότι αβ | αχ ή αβ \ γ. 

Σχόλιο 

Στην επόμενη παράγραφο θα δούμε γενικότερα ότι αν α | γ, β \ γ τότε 
το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α,/3 διαιρεί τον γ. 
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Λιαφε τότητα 


Πρόταση 1.3.11 

Αν για τους ακεραίους α, β και γ ισχύει (α,/3) = δ και (β, γ) = 1, τότε 
(<α · γ } β) = δ. 

Απόδειξη. 

Ο <5 ως μέγιστος κοινός διαιρέτης των ακεραίων α και β θα είναι κοινός 
διαιρέτης και των αγ και β. Ακόμη αν δ είναι ένας κοινός διαιρέτης των 
αγ και β, τότε από το θεώρημα 1.3.9, ο δ είναι κοινός διαιρέτης των α 
και β διότι {β, γ) = 1. Άρα <5 | δ και δ = {αγ,β). 
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Εφαρμογές 1.3 

1. Με την βοήθεια του αλγόριθμου του Ευκλείδη να υπολογισθεί ο 
μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών 3999 και 7026. 

Λύση. 

Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του Ευκλείδη που περιγράφεται στην 
Πρόταση 1.3.3 έχουμε: 

7026 = 1 · 3999 + 3027 
3999 = 1 · 3027 + 972 
3027 = 3 - 972 + 111 
972 = 8-111 + 84 

111 =1-84 + 27 
84 = 3 - 27 + 3 

27 =9-3 + 0. 

Επομένως,(3999,7026) = 3. 

2. Να γραφεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτη; (3999. 7027) ως γραμμικός 
συνδυασμός των αριθμών 3999 και 7027. 

Λύση. 

θεωρούμε τις εξισώσεις του αλγορίθμου του Ευκλείδη που είχαμε 
στην προηγούμενη εφαρμογή. 

Ακολουθώντας την αντίστροφη πορεία αυτών των εξισώσεων και 
λύνοντας καθεμιά τους ως προς το αντίστοιχο υπόλοιπο, έχουμε: 

3 = 84 - 3-27 = 84 - 3(111 - 84) 

= —3 · 111 + 4(972 — 8 111) 

= 4 · 972 - 35(3027 - 3-972) 

= -35 · 3027 + 109(3999 - 3027) 

= 109 · 3999 - 144(7026 - 3999) 

= 253 · 3999 - 144- 7026 


Άρα 3 = (3999.7026) = 253 - 3999 - 144 · 7026. 
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Παρατήρηση 

Με την μέθοδε.» Αυδή έχουμε ότι : 
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3. Να αποδειχθεί ότι κάθε φυσικός αριθμός ν > 2 είναι σχετικά πρώ¬ 
τος με τον επόμενο φυσικό ν 4 1. 

Απόδειξη. 

Ας υποθέσουμε πως υπάρχει κοινός διαιρέτης δ > 1 των αριθμών 
ν και ν 4 1. Τότε ο δ είναι διαιρέτης και της διαφοράς (ν 4 1) — ν, 
δηλαδή δ | 1, το οποίο είναι άτοπο. 

4. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο ν ισχύει (2ν 4 1,9ν 4 4) = 1. 

Απόδειξη. 

Αρκεί να βρούμε δύο ακέραιους αριθμούς χ και $/, τέτοιους ώστε: 

χ(2ν + 1)4- ι/(9ν 4 4) = 1 ή (2χ 4 9{/)ν 4 χ 4 4*/ = 1 , 

για κάθε ακέραιο ν. Για ν = 1 πρέπει 3χ 4 13^/ = 1, ενώ για ν = 2 
πρέπει οχ 4 22$/ = 1. 

Οι ακέραιοι χ = 9 και ι; = -2 ικανοποιούν τις παραπάνω εξισώσεις, 
αλλά και την εξίσωση (2χ 4 9$/)ν 4 (χ 4 4$/) = 1, για κάθε ακέραιο 
ν, όπως εύκολα επαληθεύουμε. 

ό. Έστω α και β δύο φυσικοί, τέτοιοι ώστε (α, 4) = 2 και (ι3,4) = 2. 
Να αποδείξετε ότι (α 4 β, 4) = 4. 

Απόδειξη. 

Οι αριθμοί α και β είναι άρτιοι, αλλά όχι πολλαπλάσια του 4. Επο¬ 
μένως είναι της μορφής α = 4ν42 και/3 = 4x4 2 για κατάλληλους 
φυσικούς ν και κ. Άρα το άθροισμα α 4 β = 4ν 4 2 4 4χ 4 2 = 
4(ν 4x4 1) είναι πολλαπλάσιο του 4 οπότε (α 4/3,4) = 4 . 
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6. Να βρεθούν φυσικοί μ και ν τέτοιο* ώστε (μ, ν) = 36 και μ + ν = 
432. 

Λύση. 

Αφού οι φυσικοί μ και ν είναι πολλαπλάσια του 36, γράφονται μ = 
36α και ν = 36/3. Επομένως από τη σχέση μ+ν=432, προκύπτει 
ότι 36α+ 36/3 = 432 ή α+/3 = 12. Επιπλέον πρέπει (α,β) = 1, οπότε 
α — 1,/3 = 11 ήα = 5, /3 = 7ήα = 7, /3 = 5ήα = 11,3=1. 

Αρα μ = 36. ν = 369 ή μ = 180, ν = 252 ή μ = 252, ν = 180 ή 
μ = 369, ν = 36. 

7. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό κ, οι αριθμοί 6κ - I, 6κ + 1, 
6κ + 2, 6κ + 3 και 6κ + 5 είναι ανά δύο πρώτοι μεταξύ τους. 

Απόδειξη. 

Για έναν τυχαίο φυσικό κ, θεωρούμε τους 6κ - 1 και 6χ + 1. 
Προφανώς, αν δ = (6χ - 1,6χ + 1), τότε δ | [(6χ + 1) - (6κ - 1)], 
δηλαδή δ | 2. Αρα δ = 1 ή δ = 2 και αφού οι αριθμοί Οχ - 1 και 
6χ + 1 είναι περιττοί, καταλήγουμε στο ότι δ = 1. 

Όμοια αποδεικνύεται ότι, κάθε ζεύγος από τους 6χ — 1, 6χ + 1, 
6χ + 2. 6χ + 3 και Οχ + 5 είναι αριθμοί πρώτοι μεταξύ τους. 

8. Αν για τρεις φυσικούς αριθμούς α,β και γ ισχύει (α,/3) = 1, τότε 
να αποδειχθεί ότι (α, γ) · (/3, γ) = (α/3, γ). 

Απόδειξη. 

Προφανώς (α, γ) | α,β, (β, γ ) | α/3, (α. γ) \ γ και [β, γ) | γ και από 
τη σχέση {α,β) = 1 προκύπτει ότι ({α, γ), {β, γ)) = 1. Αρα από 
την Πρόταση 1.3.10 έχουμε (α, γ) · ( β , γ) | (α/3, γ). 

Αν τώρα θεωρήσουμε έναν κοινό διαιρέτη κ των αβ και γ, τότε ή 
X | γ και κ | α ή χ I γ και χ | β, διότι (α,β) = 1. Επομένως, 
χ | (α, γ) ή χ | {β, γ), οπότε χ | (α, γ) ■ (β, γ). 

Δηλαδή το γινόμενο ( α,β ) · (/3, γ) ισούται με τον μέγιστο κοινό 
διαιρέτη (α/3, γ). 

9. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ο μέγιστος κοινός διαιρέτης 
των ν 2 + 1 και {ν + I) 2 + 1 είναι 1 ή 5. 

Απόδειξη. 

Για ν=1 ή 2 έχουμε (I 2 +1,(1 + I) 2 + 1) = (2,5) = 1 και 
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(2 2 4- 1, (2 4- I) 2 4- 1) = (5,10) = 5 αντίστοιχα. 

Για ν > 2 είναι φανερό ότι κάθε κοινός διαιρέτης δ των ν 2 4- 1 και 
(ν 4- I) 2 διαιρεί τέλεια και τη διαφορά τους 

(ν4- I) 2 4- 1 — (ν 2 4- 1) = 2ν4- 1. 

Αρα ο δ διαιρεί και τον αριθμό 4(ν 2 4- 1) - (2ν 4- 1)(2ν — 1) = 5, 
οπότε για ν > 2, έχουμε (ν 2 4- 1, (ν 4-1) 2 4-1) = 5 ή 1. 

10. Αν μ και ν είναι δύο τυχαίοι ακέραιοι, να αποδειχθεί ότι ο 
Ν = μ · ν · (μ* — ν 4 ) είναι πάντα πολλαπλάσιο του 30. 

Απόδειξη. 

Ο αριθμός Ν γράφεται 

Ν = μ ■ ν · (μ 4 - ν 4 ) = μ · ν · (μ - ν)(μ 4- ν)(μ 2 4- ν 2 ) 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι ο Λ Τ διαιρείται με τους 2. 3 και δ, αφού 
οι 2, 3, 5 είναι ανά δύο πρώτοι μεταξύ τους. 

Αρχικά παρατηρούμε ότι αν ένας από τους μ και ν είναι άρτιος, τότε 
ο Ν είναι άρτιος. Επιπλέον, αν οι αριθμοί μ και ν είναι περιττοί 
τότε ο μ 4- ν είναι άρτιος άρα και ο Ν θα είναι άρτιος. 

Αν ένας από τους μ και ν είναι πολλαπλάσιο του 3, τότε προφανώς 
3 | Λ Γ . Αν κανείς από τους μ και ν δεν είναι πολλαπλάσιο του 3, 
τότε διακρίνουμε περιπτώσεις: 

(ϊ) αν μ = 3κ 4-1 και ν = 3λ 4- 1, τότε 3 | (μ - ν), 

(π) αν μ = 3κ 4- 1 και ν = 3λ 4- 2, τότε 3 | (μ 4- ν), 

(ϋϊ)αν μ = 3κ 4- 2 και ν = 3λ 4- 1, τότε 3 | (μ 4- ν), 

(ϊν)αν μ = 3χ 4- 2 και ν = 3λ 4- 2 , τότε 3 | (μ — ν). 

Άρα πάντα ο αριθμός Ν είναι πολλαπλάσιο του 3. 

Τέλος αν ένας από τους μ και ν είναι πολλαπλάσιο του 5, τότε και ο 
Ν είναι πολλαπλάσιο του 5. Διαφορετικά εξετάζοντας περιπτώσεις, 
όπως ακριβώς στο προηγούμενο βήμα, διαπιστώνουμε ότι πάντα 
μ 4 = 5χ 4-1 και ν 4 = 5λ 4- 1, οπότε 5 | (μ 4 - ν 4 ). 

Έτσι καταλήγουμε στο ότι ο Ν είναι πολλαπλάσιο των 2,3 και 5, 
οπότε 30 | Ν. 
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Ασκήσεις 1.3 

Α’ Ομάδα 

1. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ισχύει (2ν — 1,2ν + 1) = 1. 

2. Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο τριών διαδοχικών αριθμών είναι 
πάντα πολλαπλάσιο του 6. 

3. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός ν(ν — 1)(2ν — 1) διαιρείται με τον 6, 
για κάθε φυσικό ν. 

4. Με τη βοήθεια του αλγόριθμου του Ευκλείδη να υπολογισθεί ο 
μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών : 

(») 1109 και 4999. (ίΐ) 2378 και 1769. 

5. Για κάθε ζεύγος φυσικών αριθμών α, β της προηγούμενης άσκη¬ 
σης να γραφεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτης (α,/3) ως γραμμικός 
συνδυασμός των α, β. 

6. Να αποδείξετε ότι (α+/3, α-β) > (α,/3), για κάθε ζεύγος φυσικών 
α και β. 

7. Να αποδειχθεί ότι (α, α + ν) | ν για κάθε ζεύγος θετικών ακεραίων 
α. ν. 

8. Έστω ένας φυσικός αριθμός κ. Αν (ν, ν + χ) = 1 για κάθε φυσικό 
ν, να αποδείξετε ότι X = 1. 

9. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν φυσικοί ν και κ, τέτοιοι ώστε 
ν+κ=100 και (ν,κ)=3. 

10. Να αποδειχθούν οι παρακάτω ιδιότητες του μέγιστου κοινού διαι- 
ρέτη: 

(ΐ) Αν (α,/3) = 1 και γ | α, τότε (/3, γ) = 1. 

(Η) Αν (α,/3γ) = 1, τότε (α,/3) = (α, γ) = 1. 

(ίϋ)Αν (α,/3) = 1, τότε (γα,/3) = (γ,/3). 
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13’ Ομάδα 

11. Να υποδειχθεί ότι οι α = 14χ + 3 και β = 21* + 1 είναι πρώτοι 
μεταξύ τους, για κάθε επιλογή του ακεραίου χ. 

12. Αν για τους ακέραιους α, β και γ ισχύει 

(α,β) = (β, γ) = (α,γ) = 1, 

τότε να αποδειχθεί ότι : 

(·) (α,^γ)=1 και 

(ϋ) (α*,β ν χ· υ ) = 1 για κάθε τριάδα φυσικών (κ,ν,μ). 

13. Αν οι ακέραιοι α και β είναι πρώτοι μεταξύ τους, να αποδείξετε ότι 
(α+β,*-β) = 1 ή 2. 

14. Αν οι ακέραιοι α και β είναι πρώτοι μεταξύ τους, να αποδείξετε ότι 
(α + χβ,β) = 1 για κάθε ακέραιο χ. 

15. Για δύο τυχαίους ακεραίους α, β να αποδειχθούν οι σχέσεις: 

(ί) (8α + ό,5α + 3) = 1 
(ίί) (α - β, 2α - 3/3) = (α,β) 

16. Για δύο τυχαίους ακεραίους α και β να αποδειχθεί ότι: 

(ΐ) (α+β,5α + 5β) = (α,β) 

(Η) (2α + 3β,3α + 4β} = (α,β). 

17. Να αποδειχθεί ότι: 

(ί) (α.β) = 2(|,|), αν οι α και β είναι άρτιοι ακέραιοι. 
(ίί)(α,β) = (οτ, §). αν ο α είναι περιττός και ο β είναι άρτιος. 

18. Ένα κλάσμα | καλείται ανάγωγο όταν (α.β) = 1. Να αποδειχθεί 

ότι το άθροισμα δύο ανάγωγων κλασμάτων | και £ με β / δ δεν 
είναι ποτέ ακέραιος. 



θεωρία των Αριθμών 


35 


19. Αν α,β είναι δύο φυσικοί αριθμοί με (α,6) = (/3,6) = 1, να απο- 
δειχθεί ότι 

(ϊ) (α 2 — β 7 , 12) = 12 
(ίϊ) (α 2 4-/3 2 ,12} = 2. 

20. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άπειροι ακέραιοι χ και .ν τέτοιοι ώστε 
ι + ι/ = 100 και {χ, {/) = 5. 

21. Να αποδειχθεί ότι 30 | (ν 5 - ν), για κάθε φυσικό ν. 

22. Να αποδειχθεί ότι 42 | (ν 7 - ν}, για κάθε φυσικό ν. 

23. Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο τεσσάρων διαδοχικών φυσικών είναι 
πάντα πολλαπλάσιο του 24. 

24. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν, ο αριθμός 

1492 ν - 1770* - 1863 ν + 214Γ είναι πολλαπλάσιο του 1916. 

25. Για κάθε ακέραιο α > 3, να αποδείξετε ότι 360 | α 2 (α 2 - 1){α 2 -4). 

26. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό ν το κλάσμα 

21 ν + 4 
14 ν +3 

είναι ανάγωγο. (1/) ΛΜΟ Τ 1959, Βουκουρέστι). 

27. Έστω α, /3, γ ακέραιοι, πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο, με α, γ 
περιττούς και α 2 + /3 2 = γ 2 . Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί β + γ, 
γ - β είναι τέλεια τετράγωνα. 
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1.4 Γραμμική Διοφαντική Εξίσωση 

Ας θεωρήσουμε δυο ακεραίους αριθμούς α και β. Γνωρίζουμε ότι υπάρ¬ 
χουν ακέραιοι κ και λ τέτοιοι ώστε 

κα + λβ = (α,/3). 

Η αντίστροφη διαδικασία προσδιορισμού του Μ.Κ.Δ. των α, β οδηγεί 
στην εύρεση κατάλληλων κ, λ που ικανοποιούν την προηγούμενη σχέση. 
Η γενική μορφή μίας τέτοιας εξίσωσης είναι η αχ 4- βρ = γ, όπου α, β 
και γ είναι γνωστοί ακέραιοι αριθμοί και ζ, τ/ είναι άγνωστοι ακέραιοι. 
Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως γραμμική Διοφαντική εξίσωση. 

Για παράδειγμα η εξίσωση 3χ + 5χ/ = 4 έχει λύση το ζεύγος (3,-1), 
διότι 3 * 3 + 5 · (-1) = 4. Αντίθετα η εξίσωση '2χ + 2Οι/ = 1 δεν έχει 
λύση, γιατί για κάθε επιλογή του ζεύγους ( χ , ι/) το αριστερό μέρος της 
είναι άρτιος ενώ το δεξί μέρος της είναι περιττός. 

Ας δούμε λοιπόν πότε η γραμμική Διοφαντική εξίσωση είναι επιλύσιμη. 

θεώρημα 1.4.1 

Η γραμμική Διοφαντική εξίσωση αχ + βυ = γ έχει λύση αν και μόνο αν 
ο δ = (α,β) διαιρεί τον ακέραιο γ. 

Απόδειξη. 

Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση αχ + βι/ = γ έχει λύση (ζο^ί/οΚ δηλαδή 
ισχύει ότι 

αζ 0 4- βνο = Υ· 

θέτουμε α = χδ και β = λδ, όπου κ, λ ακέραιοι. Έτσι έχουμε ότι 

γ = αχ 0 4- βρο = δ(κζ 0 + λϊ/ 0 ), 

όπου ο αριθμός κχ 0 + λ«/ 0 είναι ακέραιος, οπότε δ \ γ. 

Αντίστροφα, ας θεωρήσουμε ότι δ | γ, οπότε γ = δ ·μ, όπου μ ακέραιος. 
Από το θεώρημα 1.3.4 γνωρίζουμε ότι υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι 
ώστε: 

κα 4- λβ = (α,β) = δ ή 
α(κμ) + β(λμ) = δμ = γ. 

Άρα η εξίσωση αζ 4- βυ = γ έχει λύση ζ 0 = !/ο = λμ. 
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Μις» ιδιότητα της γραμμικής Διοφαντικής εξίσωση; είναι ότι οι λύσεις 
της, αν υπάρχουν, είναι άπειρες και ανήκουν στην ίδια κλάση ισοϋπόλοι- 
πων ακεραίων. 


θεώρημα 1.4.2 

Αν (χ 0 , τ/ο) είναι μια λύση της εξίσωσης αχ + βν = γ και δ = (α,β), 
τότε όλες οι λύσεις της είναι της μορφής: 


χ = Χο + 



και 



όπου ί € Ζ. 

Απόδειξη. 

Έστω ότι η εξίσωση αχ + β}/ = γ έχει μια γνωστή λύση (χο,ι/ο)· Αν 
υποθέσουμε πως (χ, ·$;) είναι μια άλλη λύση, τότε 

αχ 0 +β}/ο = Υ = 3Χ +βθ , 


το οποίο είναι ισοδύναμο με 

α(χ' - χ 0 ) =β(νο ~ ν')· 


Διαιρώντας με τον δ = (α,/3), παίρνουμε ότι 

χ(χ' - χ 0 ) = λ(ί/ 0 - ν ) , 


όπου οι κ = | και λ = | είναι σχετικά πρώτοι. Επομένως έχουμε 
κ | λ({/ 0 - ν ) και (κ,λ) = 1, οπότε το θεώρημα 1.3.9, έχουμε ότι 
κ | (ί/ο - μ). Δηλαδή, υπάρχει ακέραιος I τέτοιος ώστε ι/ο — 1/ = κί. 
Όμοια αποδεικνύεται ότι χ -χ 0 = λί κι έτσι καταλήγουμε στους τύπους: 


χ 


= Χο ■+ λί — Χο + 



ί 


V = μο ~ = ί/ο ~ 
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Παρατήρηση 

Εύκολα μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι αν (α,/3) = 1 και η (χ 0 , */ο) 
είναι μια λύση της γραμμικής Λιοφαντικής εξίσωσης, τότε όλες οι λύσεις 
της είναι της μορφής: 

X = + βΐ και ν = ν*ί ~ 

για κάθε ακέραιο ι. 

Η επίλυση μίας γραμμικής διοφαντικής εξίσωσης ανάγεται στον προσ¬ 
διορισμό μίας αρχικής της λύσης (χ 0 , ί/ο)· Η αντίστροφη διαδικασία του 
αλγορίθμου του Ευκλείδη δίνει τον τρόπο προσδιορισμού μιας τέτοιας 
λύσης. Αν δ = (α,β), τότε μπόρουμε να βρούμε ακέραιους κ, λ ώστε 

κα + Χ/3 = δ. 

Υποθέτουμε ότι δ | γ (για να υπάρχει λύση) δηλαδή γ = δμ, για κάποιον 
ακέραιο μ. Άρα μ·κ·α + μ·λ·/3 = μ- δ = γ, δηλαδή μία λύση της 
αρχικής εξίσωσης είναι η 

χ 0 = μκ , »/ο = μλ, 
οπότε η γενική λύση είναι η 

( , όπου ί € Ζ. 
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Εφαρμογές 1.4 


1. Να υπολογιστεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών 172 και 
20. Στη συνέχεια να λυθεί η γραμμική Διοφαντική εξίσωση 
172* + 20ν = 1000. 


Λύση. 

Με την βοήθεια του αλγόριθμου του Ευκλείδη υπολογίζουμε τον 


(172,20), 


172 = 8-20+ 12 
20 = 1-12 + 8 
12 = 1-8 + 4 

8 =2-4. 


Αρα (172,20) = 4 και προφανώς η εξίσωση 172* + 20τ/ = 1000 
έχει λύση, διότι 4 | 1000. 

Ακολουθώντας την αντίστροφη διαδικασία του αλγόριθμου του Ευ¬ 
κλείδη έχουμε: 


4 =12-8 
4 = 12 - (20 - 12) 

4 =212- 20 
4 = 2(172-8 -20)- 20 
4 = 2- 172+ (-17) -20. 

Άρα 4 = 2- 172 + ( — 17) - 20 και πολλαπλασιάζοντας με 250 προ¬ 
κύπτει ότι 

172 · 500 + 20 · (-4250) = 1000. 

Επομένως μια λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι χ 0 = 500, 
3 /ο = —4250 και σύμφωνα με το Θεώρημα 1.4.2, όλες οι λύσεις της 
είναι της μορφής: 

*= 500+ I = 500 + 51 
ΐ) = -4250 - I = -4250 - 43ί, 


όπου ί € Ζ. 
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2, Να υπολογισθούν οι φυσικοί αριθμοί οι οποίοι διαιρούμενοι με τον 
11 αφήνουν υπόλοιπο 6 και διαιρούμενοι με τον 5 αφήνουν υπόλοιπο 
2 . 

Λύση. 

Έστω ένας φυσικός ν τέτοιος ώστε ν=11κ+6 και ν=5λ+2. Τότε 


11χ + 6 = 5/ + 2 ή 5λ - 11 χ = 4 

και καταλήγουμε σε μια Διοφαντική εξίσωση η οποία έχει λύση, 
διότι (—11,5) = 1 και 1 | 4. Εκφράζουμε τον μέγιστο κοινό διαι¬ 
ρέτη (-11,5) = 1 ως γραμμικό συνδυασμό των -11 και 5, με την 
βοήθεια του αλγόριθμου του Ευκλείδη: 

-11 =(-3)5 + 4 
5 = 4-1 + 1 
4 = 41. 

Ακολουθώντας την αντίστροφη διαδικασία έχουμε 

1 = (-2)·5 + (—1)(—11). 

Πολλαπλασιάζοντας επί 4 προκύπτει 

5· (-8) - 11 · (-4) = 4 
και μια λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι 

/•ο — —8, Χο — —4. 

Επομένως, όλες οι λύσεις της είναι της μορφής 

λ = —8 + (— 11)ί = — 11ί - 8 
X = -4 - 5/ = -51 - 4, 

όπου 1 6 Ζ και ο φυσικός ν γράφεται ν = -551-38, Επειδή πρέπει 
ν > 0 έχουμε -551 - 38 > 0 ή 1 < -38/35 και επειδή 1 ακέραιος 
ν = -551 - 38 με 1 < — 1 ή ν = 551 - 38, 1 € Ζ, 1 > 1. 
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3. Ένας κουμπαράς περιέχει κέρματα των 50 και 100 δραχμών συνο¬ 
λικού ποσού 1100 δραχμών. Να υπολογίσετε όλους τους δυνατούς 
συνδυασμούς κερμάτων που μπορούμε να έχουμε. 

Λύση. 

Αν ορίσουμε χ το πλήθος των κερμάτων των 50 δραχμών και «/ 
το πλήθος των κερμάτων των 100 δραχμών έχουμε την γραμμική 
Διοψαντική εξίσωση 


50* + 100ι/ = 1100. 

Προφανώς (50,100)=50 και 50 | 1100, οπότε η εξίσωση έχει λύση. 
Επιπλέον παρατηρούμε ότι 


δ0( — 1) + 100· 1 = 50 


και πολλαπλασιάζοντας με τον αριθμό 22 έχουμε ότι 

50(-22) + 100-22 = 1100, 

οπότε μια λύση της γραμμικής Διοφαντικής εξίσωσης είναι χ 0 = 
-22 και τ/ 0 = 22. Από το θεώρημα 1.4.2, όλες οι λύσεις της είναι 
της μορφής: 


* = -22 + (^)ί =-22 + 2 1 

ν = 22 -(»)( =21-1, 

όπου ί 6 Ζ. Επιπλέον οι αριθμοί χ και ρ είναι μη αρνητικοί, οπότε 
-22 + 21 > 0 και 22 - I > 0, δηλαδή 22 > I > 11. 

Επομένως όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί είναι 


χ — '2ΐ — 22 και ρ = 22 — I , 


όπου I = 11 , 12 ,..., 


22. 
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4. Να υπολογισθούν τα κλάσματα, στα οποία αν προσθέσουμε τον 
αριθμό 3 στον αριθμητή και τον 4 στον παρονομαστή τους γίνονται 
ίσα με το 6/11. 

Λύση. 

Έστω χΐν ένα κλάσμα, τέτοιο ώστε ^ = £ . 

Τότε έχουμε την Διοφα ντική εξίσωση Πχ - 6»/ = -9, η οποία 
έχει λύση αφού (11,-6) = 1 και 1 | (—9). Με τη βοήθεια του 
αλγορίθμου του Ευκλείδη γράφουμε τον (11. -6) = 1 ως γραμμικό 
συνδυασμό των 11 και -6: 

11 = ( —1) · (-6) + ό 
-6 = (-2)·5 + 4 
5 =1-4 + 1 

4 =1-4. 

Ακολουθώντας την αντίστροφη διαδικασία έχουμε 

1 = (- 1)·11 + (- 2 )(- 6 ). 

Πολλαπλασιάζοντας επί (-9) προκύπτει ότι 

11-9-6- 18 = -9 

και μια προφανής λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι η 

χ 0 — 9 και */ 0 = 18- 

Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.4.2 όλες οι λύσεις της είναι της μορφής 

ι = 9 + (-6) ■ ί = 9 - 6* I 
ν= 18- 11 ·ί, 

όπου I € Ζ. Αν αντικαταστήσουμε τις τιμές αυτές στο κλάσμα 
έχουμε 

χ + 3 12-61 __ 6(2-ί) 6 

ν + 4 ~ 22 -ΊΊ7 ” 11(2-0 “ Π’ αν 1 * 2 ' 

Για I = 2 το κλάσμα είναι το ξ = | οπότε έχουμε ^ Άρα 
τα ζητούμενα κλάσματα είναι της μορφής 

χ _ 9 — 6ί 

V ~ 18 - II/ 1 


όπου I € Ζ. ί φ 2. 
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Ασκήσεις 1.4 

Α’ Ομάδα 

1. Να υπολογιστεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών 1819 και 
3587. Κατόπιν να βρεθούν ακέραιοι χ και ρ τέτοιοι ώστε να ισχύει 
χ · 1819 + ;/ ■ 3587 = (1819,3587). 

2. Να λυθούν οι παρακάτω γραμμικές Διοφαντικές εξισώσεις: 

(ϊ) 56χ + 72ρ = 40 
(ϊϊ) 221x4-91}/ = 117 
(ίϊΐ) 54χ 4- 21 ν = 906 
(ΐν) 158ζ — 57μ — 7. 

3. Να λυθούν οι παρακάτω γραμμικές Διοφαντικές εξισώσεις: 

(ϊ) 97χ 4- 129ι/ = 1 
(Η) 91χ - 98^/ = 13 
(ίϋ) 12χ — 57?/ = 2. 

4. Να βρεθεί ένας αριθμός με υπόλοιπο 16 όταν διαιρεθεί με τον 39 
και 27 όταν διαιρεθεί με τον 56. 

5. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις δεν έχουν θετικές ακέ¬ 
ραιες λύσεις: 

(ϊ) 7χ 4- 15}/ = -10 

(ϊΐ) 3ζ 4- 15}/ = 16 

(πΐ)8χ 4- 6}/ = 10 


6. Να βρεθούν όλοι οι ακέραιοι χ, ώστε το πηλίκο (9 - 7χ) : 4 να 
είναι πολλαπλάσιο του 3. 

7. Έστω δύο φυσικοί α. β και ο μέγιστος κοινός διαιρέτης τους 

δ = (α.β). Να αποδείξετε ότι αν 6 - χα 4- λβ τότε οι αριθμοί χ, λ 
δεν είναι μοναδικοί. 



Μ 


Διαιρετότητα 


Β’ Ομάδα 

8. Σε έναν συνοικιακό κινηματογράφο το εισιτήριο κοστίζει 1800 
δραχμές για τους ενήλικες και 750 δραχμές για τα παιδιά. Ένα 
βράδυ, το σύνολο των εισπράξεων είναι 90.000 δραχμές. Πόσα 
εισιτήρια κόπηκαν αν γνωρίζουμε ότι οι ενήλικες θεατές ήταν πε¬ 
ρισσότεροι από τα παιδιά; 

9- Να βρείτε δύο κλάσματα με παρανομαστές 5 και 7 που έχουν άθροι¬ 
σμα 26/35. 

10. Αν οι ακέραιοι τ. και τ/ είναι πολλαπλάσια του 5. να λυθεί η εξίσωση 
3ι + 4ι/ = 50. 

11. Να υπολογισθούν οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης: 

(3α· 2 + 2υ - 4) 2 ) = (2ατ + ί/ - 5) 2 . 

12. Να βρεθούν όλα τα ζεύγη φυσικών λ, κ με λ > 1. ώστε η εξίσωση 

(ν/λ - 1)χ 2 + 2^μχ - 3(>/λ + 1) = 0 

να έχει μία διπλή ρίζα. 

13. Να υπολογισθούν οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης: 

\/ - 6χ 2 4- χν - ν + 17χ -12 = 0. 

14. Να υπολογίσετε τον μεγαλύτερο ακέραιο γ για τον οποίο η γραμ¬ 
μική Διοφαντική εξίσωση 5χ + 7μ = γ έχει 9 ακριβώς θετικές 
λύσεις. 

15. Έχουμε 24 κέρματα των 5, 10 και 20 δραχμών συνολικού πο¬ 
σού 200 δραχμών. Πόσους δυνατούς συνδυασμούς μπορούμε να 
έχουμε; 
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1.5 Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο 

' Εστω δυο φυσικοί αριθμοί α και β. θεωρούμε τις ακολουθίες α, 2α, 3α,... 
και /3,2/3,3^3,... και στην προσπάθεια εύρεσης του μικροτέρου κοινού 
όρου τους, ορίζουμε κοινό πολλαπλάσιο των α, β κάθε ακέραιο μ τέ¬ 
τοιον ώστε α | μ και β \ μ. Οι αριθμοί α και β έχουν άπειρα κοινά 
πολλαπλάσια, ένα από τα οποία είναι το γινόμενο αβ. Το μικρότερο 
από τα θετικά κοινά πολλαπλάσια των α και β ονομάζεται ελάχιστο 
κοινό πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π) των α, β και συμβολίζεται μ = [α,/3]. 
Ο ορισμός προφανώς γενικεύεται για α, β ακέραιους. Οι ιδιότητες του 
Ε.Κ.ΙΙ. εκφράζονται από τις ακόλουθες προτάσεις: 


Πρόταση 1.5.1 

Αν α και β δύο ακέραιοι, τότε: 

(ϊ) [α,/3] = 1/3, α], [α, 1] = |α| και (α, 0) = 0. 

(ϋ) Αν α | β, α Φ 0 τότε [α,/3] = \β\. 

(ίϋ) Αν μ είναι ένα κοινό πολλαπλάσιο των α και β με α φ 0, β Φ 0, 
τότε [α,β] | μ. 


Σχόλιο 

Παρατηρούμε ότι σε αντίθεση με τον Μ.Κ.Λ. όπου ο (0,0) δεν ορίζεται 
έχουμε [0,0] = 0. 

Πρόταση 1.5.2 

Έστω α, β και γ τρεις μη μηδενικοί ακέραιοι, με γ > 0. Τότε ισχύει: 

Ο) [τ*. τβ) = γ\ α ιβ\· . 

(ίϊ) Αν γ I α και γ \ β, τότε (*, £] = ρ[α,β]- 

Απόδειξη. 

(ΐ) Εφόσον το [γα, γ/3] είναι πολλαπλάσιο του γ, γράφεται [γα, γ/3] = 
γ · μ,. Συμβολίζοντας το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α και β με 
μ 2 = [α,β] παρατηρούμε ότι γα | γμ 2ι γ/3 | γμ 2 , γα | γμι, γ/3 | γμ 2 , 
οπότε γμι | γμ 2 από την Πρόταση 1.5.1 (ηί), άρα μι | μ 2 · Ομως γα | γμι 
και γβ | γμι, άρα α | μι, β | μι και μ 2 | μι· Αρα μι = μ 2 , δηλαδή 
[γα, γβ] = γ[α,/3). 

(ίϊ) Αμεσα από το (ϊ) έχουμε [*,£] = *[*,£] = γ) = γ\ α 'β Ι· 

Αν λοιπόν ψάχνουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο δύο ακεραίων α, 
β και γνωρίζομε έναν κοινό τους διαιρέτη δ, τότε αρκεί να βρούμε το 
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[§. §]· Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα τους αριθμούς 36 και 48 ο; οποίοι 
έχουν κοινό διαιρέτη τον 12. Τότε ισχύει 36,48] = [3 · 12,4 · 12] = 
12(3,4] = 12 · 12 = 144. 

Πρόταση 1.5.3 

Αν οι α, β είναι δύο φυσικοί αριθμοί τότε [α, β] = αβ αν και μόνο αν οι 
α, β είναι πρώτοι μεταξύ τους. 

Απόδειξη. 

Ας υποθέσουμε ότι για τους α, β ισχύει [α,β] = αβ , ενώ (α,β) = δ > 1. 
Τότε υπάρχουν φυσικοί κ και λ, τέτοιοι ώστε α = κδ και β — λδ, με 
(κ, λ) = 1. Επομένως [α,β] = δ[κ,λ] από την Πρόταση 1.5.2(ϊ). 

Άρα δ[κ, λ]=(δκ)(δλ) ή (κ, λ] = δκλ. με δ > 1, το οποίο είναι άτοπο, 
αφού [κ, λ] < κλ. Επομένως οι αριθμοί α και β είναι σχετικά πρώτοι. 

Αντίστροφα, ας δεχθούμε ότι οι α και β είναι σχετικά πρώτοι, ενώ 
]ατ./3] φ αβ. Τότε από την Πρόταση 1.5.2(ϊϋ) υπάρχει ακέραιος κ > 1, 
τέτοιος ώστε αβ = κ[α,/3] δηλαδή αβ = [χα,χβ]. Επομένως κα | αβ και 
χβ | αβ ή κ | β και κ α. Δηλαδή κ [ (α,β), το οποίο είναι άτοπο, 
αφού (α,β)=1. Αρα αν οι α και β είναι σχετικά πρώτοι, τότε ισχύει 

ΜΙ = *Ρ- 

Στην απόδειξη της Πρότασης 1.5.3 είναι φανερή η άμεση σχέση του 
μέγιστου κοινού διαιρέτη και του ελάχιστου κοινού πολλαπλάσιου δύο 
σχετικά πρώτων φυσικών αριθμών. Η σχέση αυτή γενικεύεται στην παρα¬ 
κάτω πρόταση, η οποία ανάγει τον προσδιορισμό του Ε.Κ.ΓΙ.στην εύρεση 
του Μ.Κ.Δ. 

Πρόταση 1.5.4 

Αν α και β είναι δύο φυσικοί αριθμοί, τότε ισχύει ότι 
[α,β] ■ (α,β) = αβ. 

Απόδειξη. 

Αν δ = (α,β), τότε οι ακέραιοι | και ^ είναι σχετικά πρώτοι, λόγω 
του Πορίσματος 1.3.8. Επομένως από την Πρόταση 1.5.3 έχουμε ότι 

[Μ] = !§ ή ΐ Μ] = & α β· Αρα δ[α,/3] = αβ. 



θεωρία των .Αριθμών 

Λπό την παραπάνω πρόταση προκύπτει ότι 
ραιοι αριθμοί, όχι και οι δύο μηδέν, τότε: 


[α,^](α,Ρ) = \χβ\. 
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Εφαρμογές 1.5 

1- Αν α και β είναι δύο φυσικοί αριθμοί, τότε (α,β) = \α,β] αν και 
μόνο αν α = β. 

Απόδειξη. 

Από τη σχέση (χ,β) = [χ,β] έχουμε ότι α | (α,/3) , δηλαδή α | β. 
Όμοια και β \ α, συνεπώς α = β. 

Αντίστροφα, αν α = β, τότε (α, α) — α = [α. α]. 

2. Βρείτε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών 143 και 227. 

Λ όση. 

Αρχικά υπολογίζουμε τον μέγιστο κοινό διαιρέτη δ=( 143, 227) με 
τον Αλγόριθμο του Ευκλείδη : 

227 = 1 . 143 + 84 
143 = 1- 84 + 59 
84 = 1 · 59 + 25 
59 = 2-25 + 9 
25 =2-9 + 7 
9 =1-7 + 2 
7 =3-2 + 1 
2 = 2 - 1 + 0 . 

Επομένως (143, 227)=1 και από την Πρόταση 1.5.4 καταλήγουμε 
ότι [143, 227] = 143 · 227 = 32461. 

3. Βρείτε ακεραίους χ και ν τέτοιους ώστε (165,418) = 165χ + 418τ/. 
Κατόπιν να υπολογίσετε το [165, 418]. 

Λύση. 

Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Ευκλείδη έχουμε 

418 =2-165 + 88 
165 = 1 · 88 + 77 
88 = 1-77+ 11 

77 =7-11. 

Αρ-α (165, 418)= 11 και ως γνωστόν η εξίσωση 165χ + 418}/= 11 
έχει λύση. 
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Ακολουθώντας τα αντίστροφα βήματα του αλγορίθμου του Ευ¬ 
κλείδη έχουμε: 


Π =88-77 

= 88 - (165 - 88) 

= 2 · 88 - 165 
= 2(418-2· 165)- 165. 


Άρα 11 = 2-418 — 5 165, δηλαδή χ = -δ και ι/ = 2. 

Τέλος το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών 165 και 418 
είναι 

[>65,418| = 


_ 165-418 
11 


= 15-418 = 6270. 

4. Αν α, β είναι θετικοί ακέραιοι, να αποΛειχΟεί ότι: 

(«10) = (« + 0* ί«ι0])- 

Αττόδειξη. 

Αν δ| = (α./3), τότε δ, | α και δ) | β. Επομένως δ| | (α + β ), 
δ, | (ατ,/3] και δ, < (α+/3, [α,/3]). 

Αν δ·» = (α + β , [*+β] ), τότε δ· 2 | (α + β) και ^ | [α,/3). 

Δηλαδή δ^ | όπου οι αριθμοί α και ^ είναι πρώτοι μεταξύ 

τους. Επομένως, δ? | α ή ^ I Και στι ί περιπτώσεις, 
έχουμε ότι δ·> | α και \ β. Αρα δ? < δ] και προφανώς δ! = δ 2 . 
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Ασκήσεις 1.5 

Α’ Ομάδα 

1. Να ολοκληρωθεί η απόδειξη της Πρότασης 1.5.1. 

2. Βρείτε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών : 

(») 106 και 654, (ϋ) 120 και 84, 

(ίϋ) 54 και 162. (ϊν) 6 και 1024. 

3. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν > 1 ισχύει: 

(ΐ) [ν, ν+ 1] = ν(ν+ 1} και (ίί) (2ν — 1, 2ν -4-1] = (2ν - 1)(2ν + 1). 

4. Βρείτε τους φυσικούς α και β (α < β) με (α,ι3) = 10 και 
[α,/3] = 100. 

5. Να υπολογισθεί ο μικρότερος φυσικός Ν, ο οποίος διαιρούμενος 
με τους αριθμούς 2, 3, 4, ..., 10 αφήνει υπόλοιπα 1, 2, 3, .... 9 
αντίστοιχα. 
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1.0 Πρώτοι Αριθμοί 

Γνωρίζουμε ότι κάθε φυσικός αριθμός διαιρείται με τον εαυτό του και 
την μονάδα. Αν επιπλέον δεν διαιρείται με κανένα άλλο φυσικό αριθμό 
τότε ονομάζεται πρώτος. Ένας πρώτος αριθμό; είναι σχετικά πρώτος 
με όλους τους μικρότερους του φυσικούς. 

Αν ένας φυσικός δεν είναι πρώτος, τότε έχει τουλάχιστον ένα διαιρέτη 
διαφορετικό του 1 μικρότερο του και ονομάζεται σύνθετος. Έτσι λοι¬ 
πόν, οι αριθμοί 2, 3, 5, 7 και 11 είναι πρώτοι, ενώ οι 4, 6, 8, 9 και 1(1 
είναι σύνθετοι. Επιπλέον, ο μοναδικός άρτιος πρώτος φυσικός είναι ο 2, 
ο οποίος διαιρεί όλους τους άρτιους. Η μονάδα δεν θεωρείται ούτε πρώ¬ 
τος. ούτε σύνθετος αριθμός. Έτσι το σύνολο Ν των φυσικών αριθμών 
διαμερίζεται σε τρία σύνολα, το σύνολο των πρώτων αριθμών, το σύνολο 
των σύνθετων αριθμών και το μονοσύνολο {1}. 

Επίσης έχουμε ότι αν α είναι ένας ακέραιος και ρ ένας πρώτος αριθμός 
με ρ < α, τότε (ρ, α)=1 αν και μόνο αν ο ρ δεν διαιρεί τον α. 


Πρόταση 1.6.1 

Αν α και β είναι δύο ακέραιοι και ρ ένας πρώτος αριθμός τέτοιος ώστε 
ρ | α/3, τότε ρ | α ή ρ \ β. 

Απόδειξη. 

Αν ρ | α, η πρόταση ισχύει. 

Αν ο ρ δεν διαιρεί τον α, τότε (ρ,α)=1 και από το θειόρημα 1.3.9 έχουμε 
ότι ρ | β. 

Το πρώτο ερώτημα που τίθεται είναι το πώς μπορούμε να εξακριβώσουμε 
αν ένας δοσμένος αριθμός είναι πρώτος. Το κριτήριο που ακολουθεί, 
χωρίς να είναι το καλύτερο δυνατό (βλ. Κεφ. 4) μειώνει σημαντικά το 
πλήθος των δυνατών πρώτων παραγόντων που χρειάζεται να ελέγξουμε. 

Πρόταση 1.6.2 (Κριτήριο Ρίζας) 

Κάθε σύνθετος αριθμός α > 1 έχει έναν τουλάχιστον πρώτο παράγοντα 

ρ < ν/5. 

Απόδειξη. 

θεωρούμε ρ το μικρότερο διαιρέτη του α με ρ > 1. Τότε ο ρ είναι 
πρώτος αριθμός, διαφορετικά θα γραφόταν ως ρ = βγ. με β, γ > 1 και 
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οι αριθμοί β και γ θα ήταν διαιρέτες του α μικρότεροι από τον ρ, άτοπο. 
Επιπλέον ο αριθμός α γράφεται α = ρβ, με 1 < ρ < β < α και από τη 
σχέση ρ 2 < ρβ = α είναι φανερό ότι ρ < ^/α . 

Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει άμεσα ότι : 

Παρατήρηση 

Αν ένας φυσικός αριθμός α δεν έχει πρώτο διαιρέτη μικρότερο ή ίσο του 
ν/ά, τότε είναι πρώτος. 

Το ακόλουθο βασικό θεώρημα της Θεωρίας των Αριθμών αναδεικνύει τον 
ρόλο των πρώτων ως α δομικά” στοιχεία των φυσικών ως προς την πράξη 
του πολλαπλασιασμού. 

Θεώρημα 1.6.3 (Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής) 

Κάθε ακέραιος αριθμός α > 1 μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρώτων 
παραγόντων κατά μοναδικό τρόπο, αν δε λάβουμε υπόψη τη σειρά των 
παραγόντων. 

Απόδειξη. 

Στην περίπτωση που ο α είναι πρώτος αριθμός, τότε γράφεται ως γινό¬ 
μενο πρώτων με έναν παράγοντα και το θεώρημα προφανώς ισχύει. 

Αν ο αριθμός α είναι σύνθετος, τότε από την Πρόταση 1.6.2 γράφεται στη 
μορφή: α = ρ\ ·βι, όπου ο ρ\ είναι ένας πρώτος αρ.θμός μικρότερος του 
\/α. Αν ο β\ είναι πρώτος, τότε η παραγοντοποίηση σταματά. Διαφορε¬ 
τικά γράφεται β\ = ρ 2 · β 2 , όπου ο ρ? είναι πρώτος αριθμός μικρότερος 

του ^βχ. Συνεχίζοντας τη διαδικασία αυτή, έπειτα από κ < ~ βήματα , 
βρίσκουμε κ (όχι απαραίτητα διακεκριμένους ανά δύο) πρώτους αριθμούς 
Ρι,Ρί, ■ ■ ·. Ρχ. τέτοιους ώστε α = ρχμ 2 ,. ρ*. Μένει τώρα να αποδείξουμε 
τη μοναδικότητα αυτών των πρώτων παραγόντων. Ας υποθέσουμε πως 
ο α γράφεται 

* = ΡΐΡ2 · · · Ρχ = <1\0·2···<ίμ 

Επειδή ρ χ | α και 

Ρι I <7ι<72···<7μ 

από την Πρόταση 1.6.1 προκύπτει ότι ρ, = , για κάποιο ] € { 1 ,2,..., μ }. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε ότι } — 1 και 
Ρι = 9 ι. Έτσι έχουμε Ρ 2 Ρ 3 · ■ ρ* = <&<&■··%■ 

Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία έως ότου εξαντληθεί το ένα 
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από τα δύο μέλη της παραπάνω ισότητας. Έτσι καταλήγουμε στο ότι 
κ = μ και όλοι οι πρώτοι παράγοντες ρι,ρ 2 »···ιΡ* αντιστοιχούν σε 
ίσους αριθμούς από τους παράγοντες 91 , 92 , — 9*· Αρα Θ ΎΡ^φή 


α = ΡιΡ 2 ···Ρχ 


είναι μοναδική αν δε λάβουμε υπόψη την σειρά των παραγόντων. 

Στην παραγοντοποίηση ενός φυσικού αριθμού α σε γινόμενο πρώτων 
παραγόντων, κάποιοι παράγοντες μπορεί να εμφανίζονται περισσότερες 
από μια φορές. Αν ο πρώτος ρ } εμφανίζεται α } φορές ως παράγοντας, 
τότε ο α γράφεται 

α = ρ?'ρ2 , ...ρ“' 

με ρ\ < ρ 2 < ... < Ρχ θετικούς πρώτους. Η γραφή αυτή του φυσικού 
αριθμού α ονομάζεται κανονική μορφή του α. 

Η γραφή ενός φυσικού αριθμού στην κανονική του μορφή βοηθά στη 
λύση πολλών προβλημάτων. Για παράδειγμα, αν Θέλουμε να περιγρά¬ 
φουμε το μέγιστο κοινό διαιρέτη δ ή το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο μ 
δύο φυσικών αριθμών α και β, μπορούμε να τους εκφράσουμε ως γινό¬ 
μενο πρώτων παραγόντων 

“ = ρΓρ?···Ρχ* και β = -. .β, 

όπου α } > 0 και β) > 0 για } = 1,2 ,... και να γράψουμε το μέγιστο 
κοινό διαιρέτη στην κανονική μορφή του; 

δ = (α,β) = ρ^^Ιρ^-ιΑ).. 


και όμοια έχουμε την κανονική μορφή του ελάχιστου κοινού πολλαπλα¬ 
σίου: 

μ = [α,β] = ρ πν«(..ρ,) 

Επιπλέον είναι φανερό ότι 

/ οΐ _ ™ΐη(«ιΡι)+Πί&χ(βι.Ρι) ΐΓΐίηίβϊΡμι-π,Λχίϊ,ρ,) 

(α,β)Ια,β] =ρ { Ρ2 

. . . η π>ίη(β,^,)+Γη8χ(α*^χ) 

I κ 

Ψ? Χ *^1&*** η®**/*" 

-Ρ I ί*2 'Ρχ 

= «β 


κι έτσι έχουμε μια δεύτερη απόδειξη της Πρότασης 1.5.4. 
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Σχόλιο 

Με βάση το προηγούμενο θεώρημα κάθε φυσικός α γράφεται α = 2*β με 
ν > 0 και β είναι ένας περιττός. 


Είναι ενδιαφέρον το ότι το πλήθος των πρώτων αριθμών προσδιορί¬ 
σθηκε πολύ νωρίς. 
θεώρημα 1.6.4 (Ευκλείδης) 

Το πλήθος των πρώτων αριθμών είναι άπειρο. 

Απόδειξη. 

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει πεπερασμένο πλήθος πρώτων ρ\,ρ 2 . _ρ ν . 

θεωρούμε τον αριθμό 


Ν = 1 + ρχρ 2 · · · ρ ν 

ο οποίος προφανώς δεν έχει πρώτο διαιρέτη κανένα από τους αριθμούς 
Ρι.Ρϊι -,Ρν. Αρα ο Ν είναι ένας πρώτος αριθμός μεγαλύτερος των 
ρ 1 ,ρ 2 ,...,ρ ν , άτοπο. 

Με βάση το Θεμελιώδες θεώρημα της Αριθμητικής είναι φανερό ότι αν 
γνωρίζουμε την κατανομή των πρώτων αριθμών στο σύνολο των φυσικών 
αριθμών Ν, τότε γνωρίζουμε τη δομή των φυσικών , γεγονός που δεν 
ήταν εφικτό με τις κλάσεις ισοϋπολοίπων. Αξιοσημείωτο είναι το ότι το 
πρόβλημα του προσδιορισμού της ακριβούς κατανομής των πρώτων στο 
Ν παραμένει ακόμη ανοιχτό παρά τα σημαντικά αποτελέσματα πολλών 
ερευνητών (βλ. Κεφ. 4). 

Αν και το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο, κανείς δε γνωρίζει την ακριβή 
κατανομή των πρώτων, δηλαδή έναν τύπο που να μας δίνει όλους τους 
πρώτους. Πολλές συναρτήσεις δίνουν πρώτους αριθμούς για ένα πλήθος 
τιμών της μεταβλητής χ, αλλά αργά ή γρήγορα δίνουν σύνθετους. 
Χαρακτηριστικό παράδειγμα (αποδίδεται στον Ειιΐιτ) είναι η συνάρτηση 
/{ι) = χ 2 4- τ + 41 , η οποία δίνει πρώτους για χ = 0,1,2,..., 38,39 ενώ 
/(40) = 1681 = 41 2 . 

Επιπλέον, επειδή /( χ - 1) = /(-χ) η Γ δίνει επίσης πρώτους για 
χ = -1, -2,..., -41). 

Έτσι, η ρ(χ) = /(χ - 40) = χ 2 — 79ζ +1601 δίνει πρώτους για 80 
διαδοχικούς αριθμούς χ = 0,1,2,... , 79 ενώ για χ = 80 δίνει σύνθετο. 
Ο μεγαλύτερος πρώτος αριθμός που έχει προσδιορισθεί (Ιανουάριος 1998) 
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είναι, ο 


23021377 


και έχει 909526 ψηφία. 

Μελετώντας μεγάλους αριθμούς παρατηρούμε ότι οι πρώτοι γίνονται όλο 
και πιο σπάνιοι, και μάλιστα σύμφωνα με το ακόλουθο θεώρημα μπο¬ 
ρούμε να βρούμε 2 διαδοχικούς πρώτους που να απέχουν περισσότερο 
από οποιονδήποτε δοσμένο αριθμό. 


Θεώρημα 1.6.5 

Για κάθε φυσικό ν, υπάρχουν ν διαδοχικοί σύνθετοι αριθμοί. 

Απόδειξη. 

Για έναν τυχαίο φυσικό ν θεωρούμε τους αριθμούς 

(ν 1)! + 2, (ν + 1)! + 3,..., (ν 4- 1)! + ν + 1 

όπου χ! = 1 2 ■ 3 ·... · χ είναι το γνωστό κ-παραγοντικό. 

Οι αριθμοί αυτοί είναι ν στο πλήθος και όλοι τους σύνθετοι, γιατί για 
κάθε μ = 2,3,..., ν + 1 ο μ διαιρεί τον (ν + 1)! 4- μ, 

Ένα από τα άλυτα προβλήματα που αφορούν τους πρώτους αριθμούς 
είναι, αν υπάρχουν άπειροι “δίδυμοι πρώτοι”, δηλαδή ζευγάρια πρώτων 
της μορφής ρ, ρ + 2. 

Το ίδιο ισχύει για τις τριάδες πρώτων της μορφής {ρ,ρ + 2,ρ 4- 6} και 
{μ.ρ+ 4,ρ+ 6} 

Είναι όμως βέβαιο ότι δεν υπάρχουν τριάδες πρώτων της μορφής 
ρ, ρ + 2, ρ + 4, αφού κάποιος από τους τρεις θα διαιρείται με τον 3. 
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Εφαρμογές 1.6 

1. Να βρεθούν όλοι οι πρώτοι της μορφής κ 3 — 1. 

Λύση. 

Κάθε φυσικός α = κ 3 - 1 γράφεται ως α = (κ - Ι^χ 2 + κ + 1). 
Αρα ο α είναι πρώτος αν και μόνο ανκ—1 = 1ήχ = 2. 

Δηλαδή, ο μοναδικός πρώτος της μορφής κ 3 -1 είναι ο α = 2 3 -1 = 
8-1=7. 

2. Αν μ ^ 2,5 είναι ένας πρώτος, τότε ο αριθμός 10 διαιρεί τον ρ 2 - 1 
ή τον ρ 2 + 1. 

Απόδειξη. 

Εφόσον ο ρ είναι πρώτος αριθμός διάφορος των 2 και 5. θα γράφεται 
σε μια από τις μορφές 5κ + 1, 5κ + 2. 5κ + 3 ή 5χ + 4. 

Αν ρ = 5x4-1, τότε ο ρ 2 - 1 = 25χ 2 4- ΙΟκ είναι ταυτόχρονα άρτιος 
και πολλαπλάσιο του 5, άρα 10 | (ρ 2 — 1). 

Όμοια, αποδεικνύονται και οι υπόλοιπες περιπτώσεις. 

3. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν διακεκριμένοι πρώτοι αριθμοί ρ. 
9 , γ, 5 τέτοιοι ώστε ρ · 8 - ςτ · γ = 0. 

Απόδειξη. 

Αν ρ·α — ς·Γ, τότε είναι προφανές ότι ρ|(/π και προκύπτει ότι ρ = 9 
ή ρ = γ, άτοπο. 

'Αρα δεν υπάρχει τετράδα διακεκριμένων πρώτων ρ, η, γ, » τέτοιοι 
ώστε ρί — ητ = 0. 

4. Να αποδείξετε ότι κάθε αριθμός της μορφής ν 4 4- 4 με ν > 1 και ν 
όχι πολλαπλάσιο του 5, είναι σύνθετος. 

Απόδειξη. 

Γνωρίζουμε ότι ν 2 = 5χ ± 1, άρα ο αριθμός ν 4 4- 4 γράφεται 

ν 4 + 4 = 25κ 2 ± ΙΟκ 4- 1 4- 4 
= 5(5χ 2 ± 2χ + 1) 

και προφανώς είναι σύνθετος. 
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5. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει τριάδα διαδοχικών περιττών που να 
είναι πρώτοι, εκτός από την τριάδα 3, 5, 7. 

Απόδειξη. 

Έστω ν, ν + 2, ν +4 διαδοχικοί περιττοί. Γνωρίζουμε ότι αν ν > 3, 
τότε τουλάχιστον ένας από αυτούς διαιρείται με τον 3. 

Άρα η μόνη τριάδα διαδοχικών περιττών πρώτων είναι η (3.5,7). 

6 . Λν ένας πρώτος αριθμός ρ διαιρεί τον α ν τότε ρ ν | α ν . 

Απόδειξη. 

Αν α = Ρι'ρζ* · · ·Ρχ“ η κανονική μορφή του α, τότε έχουμε 


α ν = ρΓρΓ 


ν** 

X 


και αφού ρ | α ν συμπεραίνουμε ότι ρ = ρ, για κάποιο φυσικό 
Επομένως ο α ν έχει παράγοντα της μορφής ρ ν *Λ όπου α } > 1 οπότε 

Ρ ν I · 

7. Λν μ και ν είναι δύο διαδοχικοί περιττοί πρώτοι αριθμοί, να απο- 
δειχθεί ότι το άθροισμά τους έχει τουλάχιστον τρεις πρώτους πα¬ 
ράγοντες, όχι υποχρεωτικά διακεκριμένους. 

Απόδειξη. 

Αφού οι μ και ν είναι περιττοί, υπάρχει ένας φυσικός κ τέτοιος 
ώστε ν = μ + 2κ. Επομένως μ+ν = μ + μ + 2κ = 2 (μ ■+■ κ). 
Επιπλέον ο ιι + κ βρίσκεται μεταξύ των μ και ν, άρα δεν είναι 
πρώτος, οπότε έχει τουλάχιστον δύο πρώτους διαιρέτες, όχι υπο¬ 
χρεωτικά διακεκριμένους. 

Επομένως και το άθροισμα μ + ν έχει τρεις τουλάχιστον πρώτους 
παράγοντες, όχι υποχρεωτικά διακεκριμένους. 

8. Ο μεγαλύτερος γνωστός πρώτος είναι ένας αριθμός του ΜβΓΚθηηβ, 
δηλαδή ένας αριθμός της μορφής 2* — 1. Να αποδείξετε ότι, αν ο 
αριθμός 2* — 1 είναι πρώτος, τότε και ο κ είναι πρώτος. Ισχύει το 
αντίστροφο; 

Απόδειξη. 

Έστω ότι ο κ είναι σύνθετος, δηλαδή κ = αβ, με α,/3 > 2. Τότε 
2 * — 1 = 2 ^ - 1 * = ( 2 * - 1 )( 2 “^· 1) + 2 α{β ~' 2) + ...+ 1 ) 
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δηλαδή ο 2* - 1 είναι σύνθετος, άτοπο. 

Άρα αν ο 2* - 1 είναι πρώτος τότε και ο κ είναι πρώτος. Το 
αντίστροφο δεν ισχύει, αφού 2 Π - 1 = 2047 = 23 · 89. 

9. Υπάρχουν φυσικοί μ και ν, τέτοιοι ώστε ο αριθμός Λ Τ = μ -1 + 4 ν' 1 
να είναι πρώτος; 

Λύση. 

Ο αριθμός Ν γράφεται 

Ν = μ 4 + 4 ν< 

= (μ 2 ) 2 4- 4μ 2 ν 2 — 4μ 2 ν 2 4- (2ν 2 ) 2 
= (μ 2 + 2ν 2 ) 2 - (2μν) 2 
= (μ 2 - 2μν + 2ν 2 )(μ 2 + 2μν + 2ν 2 ). 

Αν Ν είναι πρώτος θα πρέπει ο μικρότερος παράγοντάς του να είναι 
ίσος με τον 1. Δηλαδή, θέλουμε 

μ 2 — 2μν + 2ν* = 1 ή 
μ 2 — 2μν + ν 2 -I- ν 2 =1 ή 
(μ — ν) 2 + ν 2 =1. 

Άρα η μοναδική λύση είναι μ = ν = 1. 

10. Αν ρ και </ είναι δύο διακεκριμένοι πρώτοι αριθμοί τέτοιοι ώστε 
ρ · </ | ν 2 , τότε να αποδειχθεί ότι ρ ■ η | ν. 

Απόδειξη. 

Επειδή ρ · η | ν 2 θα πρέπει ρ | ν 2 και </ | ν 2 , οπότε ρ | ν και </ | ν. 
'Αρα ρ · η \ ν. 

11 . Κάθε φυσικός της μορφής 3κ+2 έχει έναν πρώτο διαιρέτη της ίδιας 
μορφής. 

Απόδειξη. 

Έστω ένας τυχαίος φυσικός α = 3ν + 2 μεν>1 . Αν ο α είναι 
πρώτος τότε έχει πρώτο διαιρέτη της μορφής 3κ + 2 τον εαυτό του. 
Αν ο α είναι σύνθετος τότε έχει πρώτους διαιρέτες της μορφής 
3κ + 1 ή 3κ + 2. Αποκλείεται όλοι οι πρώτοι διαιρέτες του αριθμού 
α να είναι της μορφής 3κ + 1, διότι τότε και ο α θα ήταν της ίδια 
μορφής, άτοπο. Επομένως υπάρχει διαιρέτης του α, της μορφής 
3κ + 2. 
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12 . Έστω Σ ένα τυχαίο σύνολο ν + 1 φυσικών αριθμών μικρότερων ή 
ίσων του 2ν. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν α,/3 6 Σ τέτοιοι ώστε 

«Ι/3· 

Απόδειξη. 

Κάθε φυσικός μ γράφεται στη μορφή μ = 2 Χ λ, όπου ο λ είναι 
περιττός. Αν λοιπόν το σύνολο Σ είναι : 

Σ = {μ, € Ν : ί = 1,2,3,..., ν + 1 } 

τότε όλα τα στοιχεία του γράφονται στη μορφή: 

μ ί = 2 Χ 'λ,, ϊ = 1,2 »..., ν, ν + 1. 

Οι ν + 1 περιττοί αριθμοί λι, λ^,..., λ ν+ .| περιέχονται στο σύνολο 
{1.3,5 ,...,2 ν - 1 }, το οποίο περιέχει ν ακριβώς στοιχεία. Άρα 
δύο τουλάχιστον από αυτούς τους περιττούς ταυτίζονται, έστω οι 
λ ρ = λ Τ = γ. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι οι αριθμοί μ γ = 2 Χ, λ. = 
2 χ, γ και μ ρ = 2**)^ = 2 χ *γ είναι ο ένας πολλαπλάσιο του άλλου. 

13. Να αποδείξετε ότι το πλήθος των πρώτων αριθμών της μορφής 4ν+3 
είναι άπειρο. 

Απόδειξη. 

Ας θεωρήσουμε ότι υπάρχει πεπερασμένο πλήθος πρώτων αριθμών 
της μορφής Αχ + 3 και ρ 0 είναι ο μεγαλύτερος από αυτούς. Αν β 
είναι το γινόμενο όλων των πρώτων από 2 ως και ρο, τότε ο αριθμός 
α = 2β — 1 είναι της μορφής α = 4γ - 1 = 4(γ - 1) + 3 και δεν έχει 
πρώτο διαιρέτη μικρότερο του ρο + 1. Επιπλέον, αποκλείεται όλοι 
οι διαιρέτες του α να είναι της μορφής 4ν + 1, αφού στην περίπτωση 
αυτή και ο α θα ήταν της ίδιας μορφής. Επομένως, ο αριθμός α 
είναι πρώτος ή έχει διαιρέτη <5 της μορφής 4 ν -Η 3 με δ > ρ 0 . Και 
στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. 



60 


Αιαιρετότητα 


Ασκήσεις 1.6 

Α’ Ομάδα 

1. Αν ρι και ρ 2 είναι δύο πρώτοι αριθμοί, να αποδειχθεί ότι (ρ \, ρ^ ^ 1 
αν και μόνο αν ρ { = ρ 2 . 

2. Αν ρ } , ;>2 και ρ είναι πρώτοι αριθμοί τέτοιοι ώστε ρ | ρ\ρ 2 , να 
αποδειχθεί ότι ρ = ρ\ ή ρ — ρ^. 

3. Αν ρι,Ρϊ,... ,ρ* και ρ είναι πρώτοι αριθμοί τέτοιοι ώστε ρ | Ρι.. - μ*, 
να αποδειχθεί ότι ρ = ρ ;ι για κάποιο } 6 {1,2 ,..., χ} . 

4. Να αποδειχθεί ότι κάθε πρώτος της μορφής 3κ + 1 γράφεται στη 
μορφή 6κ + 1. 

5. Έστω κ > 1 ο μικρότερος φυσικός που διαιρεί έναν φυσικό αριθμό 
ν. Να αποδειχθεί ότι ο κ είναι πρώτος. 

6 . Βρείτε την κανονική μορφή των αριθμών 1234, 10140 και 36000. 

7. Υπολογίστε τον μέγιστο κοινό διαιρέτη των αριθμών 5247000 και 
189280. 

8 . Αν α και β είναι δύο φυσικοί αριθμοί με κανονική μορφή 

α = ρΓρ? · ■ ΡΪ' και β = Ρι'η · ■ Ρ^"» να αποδείξετε την κανο¬ 
νική μορφή του (α,/3) και [α,/3]. 

9. Να αποδείξετε ότι κάθε πρώτος αριθμός είναι της μορφής 3ν + 1 ή 
6 ν — 1. 

10. Να αποδείξετε ότι κάθε φυσικός μεγαλύτερος του 11 γράφεται ως 
άθροισμα δύο σύνθετων αριθμών. 

11. Αν οι αριθμοί ρ, ρ + 4 είναι πρώτοι, με ρ > 3, να αποδείξετε ότι 
9 | (3ρ + 6). 

12. Έστω α, /3, κ τρεις φυσικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε α Χ | β*. Να 
αποδειχθεί ότι α | β. 

13. Έστω τέσσερεις φυσικοί αριθμοί α, β, μ, ν, με μ < ν και α ν | β μ . 
Να αποδειχθεί ότι α | β. 
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14. Αν ο φυσικός αριθμός ν δεν είναι της μορφής ν = 6κ + 3, να 
ατοδειχθεί ότι ο Ν = ν 2 4 - 2 ν είναι σύνθετος. 

15. Έστω ένας φυσικός αριθμός ν > 2. Να ατοδειχθεί ότι ο Λ = 
ν' 1 4 - 4 ν είναι σύνθετος. 

16. Βρείτε όλους τους πρώτους ταράγοντες του αριθμού 50!. 


17. Βρείτε τον ελάχιστο φυσικό αριθμό ν, τέτοιον ώστε ο 945 · ν να 
είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 


Β’ Ομάδα 

18. Να αποδείξετε ότι αν ένας ατό τους αριθμούς, 

2 ν - 1, 2 ν + 1 

είναι τρωτός τότε ο άλλος είναι σύνθετος, όπου ν > 2. 

19. Έστω α, β, γ, δ φυσικοί αριθμοί με αβ = γδ. Να αποδείξετε ότι 
ο αριθμός α + β 4 - γ 4 - δ είναι σύνθετος. 

20. Να ατοδειχθεί ότι ο μοναδικός τρωτός αριθμός της μορφής 
μ = χ 3 4- 1 είναι ο αριθμός 2. 

21. Έστω ρ τρωτός και α, β φυσικοί τέτοιοι ώστε (α,ρ 2 ) = Ρ χα*· 
(β,ρ 4 ) = ρ 2 · Να υπολογίσετε τους αριθμούς (ατ/3,ρ 5 ), (α 4-/3,ρ 2 ), 
(α-^,ρ 5 ), (ρα - /3,ρ 5 )· 

22. Αν ρ και ρ 4- 2 είναι δύο διαδοχικοί τρωτοί με ρ > 3, τότε να 
ατοδειχθεί ότι 6 | {ρ 4-1). 

23. Να εξετάσετε αν υπάρχουν πρώτοι της μορφής: ρ = α 4 - β*, με 
α > β φυσικούς αριθμούς. 

24. Να ατοδειχθεί ότι δεν υπάρχουν διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι, οι 
οποίοι να είναι τέλεια τετράγωνα ακεραίων. 
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25. Να βρεθούν όλοι οι φυσικοί αριθμοί οι οποίοι μπορούν να γρα¬ 
φούν ως άθροισμα ή διαφορά δύο πρώτων και αφήνουν υπόλοιπο 9 
διαιρούμενοι με το 154. 

26. Να αποδειχθεί ότι το τετράγωνο κάθε πρώτου αριθμού ρ μεγαλύ¬ 
τερου του 3 είναι της μορφής ρ 2 - 12ν + 1. 

27. Έστω ένας άρτιος φυσικός ν > 2. Να εξετάσετε αν ο αριθμός 
Ν= 111,.. 1. είναι πρώτος. 

ν-ψηφία 

28. Έστω ν ακέραιος μεγαλύτερος ή ίσος του 2. Λν ο αριθμός Λ’ = 
111... 1 είναι πρώτος, να αποδείξετε ότι και ο ν είναι πρώτος. 

ψηφία 

29. Έστω δύο φυσικοί αριθμοί α, β και ένας πρώτος ρ. Λν ρ | α/3 και 
ρ | (α β)> να αποδειχθεί ότι μ | (α,/3). 

30. Αν α και β είναι δύο φυσικοί αριθμοί, πρώτοι μεταξύ τους, να 
αποδειχθεί ότι (α + β, α ■ β) = 1, 

31. Έστω ρ ένας πρώτος αριθμός και α, ν δύο θετικοί ακέραιοι τέτοιοι 
ώστε ρ | α ν . Να αποδειχθεί ότι ρ \ α. 

32. Έστω θετικός ακέραιος ν και ρ ένας πρώτος αριθμός. Να εξετασθεί 
πότε οι αριθμοί ν και ν + ρ είναι τέλεια τετράγωνα ακεραίων. 

33. Αν ο αριθμός κ ν 4- 1, με κ > 1, είναι πρώτος, να αποδείξετε ότι ο 
χ είναι άρτιος και ο ν είναι μία δύναμη του 2. 

34. Έστω μ, ν και δ τρεις φυσικοί αριθμοί με (μ, ν) = 1 και <5 | μν. Να 
αποδειχθεί ότι ο φυσικός δ μπορεί να γραφεί στη μορφή δ — ρ ■ η, 
όπου ρ | μ και η | ν. 

35. Αν ο φυσικός ρ > 5 είναι πρώτος, τότε να αποδείξετε ότι ο ρ 2 + 2 
είναι σύνθετος. 

36. Να αποδείξετε ότι για κάθε σύνθετο ν > 4, ο αριθμός ν διαιρεί τον 
(ν-1)!. 
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37. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο Ρ(χ) με ακέραιους συ¬ 
ντελεστές που η αριθμητική του τιμή να είναι πρώτος αριθμός για 
κάθε φυσικό χ. 

38. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί της μορφής 

6 χ + 5. 

39. Λν ένας φυσικός αριθμός είναι της μορφής 4κ+3 ή Οκ+5, τότε έχει 
έναν πρώτο διαιρέτη της ίδιας μορφής. 

40. Έστω τρεις φυσικοί αριθμοί α,/3, γ με α | βγ και (α,/3) = δ. Να 
αποδειχθεί ότι α | δγ. 

41. Αν ρ και η είναι δύο πρώτοι αριθμοί, με ρ > </ > 5 , τότε να 
αποδείξετε ότι 24 \ ρ 2 - <ι* ■ 

42. Να επαληθευθεί ότι το πολυώνυμο 

<2(χ) = χ 2 - 79χ + 1001 

δίνει αριθμητική τιμή πρώτο αριθμό, για χ = 0,1,2....,79 αλλά 
όχι για χ = 80. 
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1.7 Πλήθος και Άθροισμα Διαιρετών 

Χρησιμοποιώντας τη γραφή των φυσικών αριθμών στην κανονική τους 
μορφή είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός του πλήθους και του αθροί¬ 
σματος των διαιρετών τους. 

Ας θεωρήσουμε έναν φυσικό αριθμό α στην κανονική του μορφή 

« = Ρ\'Ρ? · ■ ■ Ρ*" 

όπου οι είναι πρώτοι αριθμοί μεγαλύτεροι του 1 με 

Ρι < Ρ 2 < · ■ · < Ρμ> χοη- οι <*!, α 2 . Οχ είναι κατάλληλοι φυσικοί. 

Κάθε φυσικός παράγοντας δ του α είναι της μορφής: 



όπου 0 < $ < α, για κάθε ι = 1,2,..., χ. 

Ο πρώτος ρ, μπορεί να εμφανισθεί στην κανονική μορφή του δ, αν 
συμπεριλάβουμε και το 1, κατά α,+1 τρόπους: 

Ρ? = 1 ήΡ» ήΡ? ή ··· ή Ρ**· 

Επομένως οι πρώτοι αριθμοί Ρι,Ρ 2 ι···,Ρ* εμφανίζονται σε όλους τους 
παράγοντες του α κατά (α* + 1)(α 2 + 1) · · · (α χ 4-1) τρόπους. Δηλαδή ο 
φυσικός α έχει συνολικά 

δ(α) = («ι -Η 1)(α 2 + 1) · · ■ (α* + 1) 

διαφορετικούς φυσικούς παράγοντες. 

Για παράδειγμα, ο αριθμός 48 = 2 4 3 ι έχει <5(48) = (4 +1)(1 +1) = 10 
διαιρέτες. Πράγματι οι διαιρέτες του 48 είναι οι 1, 2, 3. 4, 6. 8, 12, 16, 
24 και 48. Η συνάρτηση δ(α) που εκφράζει το πλήθος των διαιρετών 
του φυσικού αριθμού α, είναι μία πολλαπλασιαστική συνάρτηση, όπως 
φαίνεται από την παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 1.7.1 

Αν δύο φυσικοί α και β είναι πρώτοι μεταξύ τους, τότε το πλήθος των 
φυσικών διαιρετών του γινομένου α/3 είναι δ(αβ) = δ(α)δ(/3). 
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Απόδειξη. 

Εφόσον (α,/3) = 1, οι φυσικοί α και β δεν θα έχουν κοινούς πρώτους 
παράγοντες στην κανονική τους μορφή. Κάθε φυσικός διαιρέτης 5 του 
γινομένου α/3 θα γράφεται δ = δ> · δ*, όπου δι | α και &2 I β· Εια τον 
διαιρέτη δ| έχουμε δ(α) επιλογές και για τον δ* έχουμε δ(β) επιλογές. 
Επομένως καταλήγουμε στο ότι δ(α/3) = δ(α)δ(/3). 

Αλλες συναρτήσεις με παρόμοιες ιδιότητες είναι η σ(α), που ορίζεται 
ως άθροισμα των φυσικών διαιρετών του α, και η συνάρτηση ΕοΙργ φ(α), 
που ορίζεται ως το πλήθος των αριθμών του συνόλου {1,2,...,α - 1} 
που είναι σχετικά πρώτοι με τον α. Τη συνάρτηση ΕιιΙθγ Οα μελετήσουμε 
στο 2ο και 3ο Κεφάλαιο, 
θεώρημα 1.7.2 

Αν δύο φυσικοί α και β είναι σχετικά πρώτοι τότε σ(α/3)=σ(α )ο[β)· 
Απόδειξη. 

Ας θεωρήσουμε ότι γι = 1, γι, γ^,..., γ* = α είναι όλοι οι φυσικοί 
διαιρέτες του α και δι = 1, $ 2 ,..., δ μ — β είναι όλοι οι φυσικοί διαιρέτες 
του β . Αφού (α,/3)=1, κάθε φυσικός διαιρέτης του γινομένου αβ θα είναι 
της μορφές γ,δ) με * € {1,2,..., λ} και ^ € {1,2,... ,μ}. Επομένως, 

σ{αβ) = Τι δ! + γιδ; 4 ... 4- ^δι + Υ 2<*2 4-... + γ χ δ μ _ι 4- γ χ δ μ 
= 7ΐ(δ| 4- δζ 4- . . . + δμ) + ... 4- 7χ(δι 4- δ 2 4- . . . 4- δμ) 

= (δ) 4- δ2 4* . .. 4- δμ)(γ| 4* Υ2 + . .. 4- Υχ) 

= σ[β)σ(α). 

Για το υπολογισμό του αθροίσματος των διαιρετών ενός φυσικού αριθμού 
αρκεί—λόγω του ότι είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση—να υπολογί¬ 
σουμε την τιμή του σε δυνάμεις πρώτων. 


Πρόταση 1.7.3 

Αν ρ και α είναι δύο φυσικοί αριθμοί και ο ρ είναι πρώτος, τότε 



Απόδειξη. 

Εφόσον ο ρ είναι πρώτος, οι μόνοι διαιρέτες του αριθμού ρ α είναι οι 

1 ,ρ,ρ 2 ( ...,ρ“~ 1 ,Ρ“ 

Αρα σ{ρ α ) = 1 4- ρ 4- ρ 2 4-... 4- ρ“ = (ρ β+1 - 1)/(ρ - 1)- 
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Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη πρόταση, τώρα είμαστε σε θέση 
να υπολογίσουμε το άθροισμα των διαιρετών ενός φυσικού αριθμού αν 
γνωρίζουμε την κανονική του μορφή. 

Θεώρημα 1.7.4 

Αν ο α είναι φυσικός αριθμός με κανονική μορφή α = ρ"'ρ5*. τότε 



Απόδειξη. 

11 απόδειξη είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 1.7.2 σε συνδυασμό 
με την Πρόταση 1.7.3. 


Για παράδειγμα, ο αριθμός 48 = 2 ι · 3 1 έχει άθροισμα διαιρετών: 


σ( , 8) = ? 1 +ι - 1 3,41 -* 


2-1 


3-1 


32-1 9-1 


1 


= 124 


και πράγματι 1 +2+34-4+6+8+12+10+24+48=124. 

Ένα ενδιαφέρον πρόβλημα είναι η εύρεση φυσικών αριθμών που το 
άθροισμα των διαιρετών τους είναι κάποιας συγκεκριμένης μορφής. Για 
παράδειγμα το σ(66)=144 είναι τετράγωνο ακεραίου. Ένας φυσικός 
αριθμός α ονομάζεται τέλειος, όταν ισούται με το άθροισμα όλων των 
φυσικών διαιρετών του, μικροτέρων του α. Δηλαδή, για κάθε τέλειο 
αριθμό α ισχύει ότι σ(α) = 2α. 

Μέχρι το 1996 είχαν βρεθεί 35 τέλειοι αριθμοί 


6,28,496,8128,33550336,. 


21398248 ( 213^3209 



Δύο ακόμη μεγαλύτεροι έχουν προσδιορισθεί το 1997 και το 1998 και 
ελέγχονται. 

Και οι 37 παραπάνω αριθμοί είναι άρτιοι, ενώ παραμένει αναπάντητο 
το ερώτημα αν υπάρχουν περιττοί τέλειοι αριθμοί. Πάντως αν υπάρ¬ 
χει κάποιος περιττός τέλειος, αυτός θα είναι μεγαλύτερος του ΙΟ 300 
[ΒΐΌπά,ΟοΗοη, ΚιεΙβ, 1991], θα έχει τουλάχιστον 29 πρώτους παράγο¬ 
ντες [5 λ>'ρπ?, 1988] και ο μεγαλύτερος πρώτος παράγοντας του θα είναι 
μεγαλύτερος του 500000 [Βεβείχίοΐη, 1982]. 

Η μορφή των τέλειων άρτιων αριθμών εκφράζεται από το ακόλουθο 
θεωρήμα. 
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Θεώρημα 1.7.5 

Αν ο α είναι ένας τέλειος άρτιος, τότε υπάρχει φυσικός αριθμός ν, τέτοιος 
ώστε 

α = 2 ν-, (2 ν - 1) 

όπου ο 2 ν - 1 είναι πρώτος αριθμός. 

Απόδειξη. 

Αφού ο α είναι άρτιος θα γράφεται στη μορφή α = '2 γ ~ ] β , όπου ν > 2 και 
ο β είναι περιττός. Ακόμη, σ(α) = 2α ή σ(2 ν-1 /3) = 2 ν /3 ή α[β) = 

Δηλαδή, έχουμε ότι σ(β) = με (2 ν , '2 ν - 1) = 1. 

Επομένως (2 ν -1 )|/3 και σ{β) = β + ^ , όπου ο αριθμός ^ είναι διαι¬ 
ρέτης του β. Κάτι τέτοιο είναι δυνατό μόνο αν ο αριθμός β είναι πρώτος 
και = 1. Αρα /3 = 2 ν - 1, α = 2 ν_ 1 (2 ν — 1) και ο 2 ν - 1 είναι πρώτος. 

Είδαμε ότι ένας αριθμός ονομάζεται τέλειος αν σ(ν) = 2ν. Ο Ευ¬ 
κλείδης ήξερε ότι ο αριθμός 2 Ρ ~ Λ (2 Ρ - 1) είναι τέλειος αν ο 2 Ρ - 1 είναι 
πρώτος. Ωστόσο, ο Ειχίόδ απέδειξε ότι υπάρχουν άπειροι φυσικοί, ν τέ¬ 
τοιοι ώστε η εξίσωση σ(χ) = 2ν δεν έχει λύση. Στον ακόλουθο πίνακα 
παρατίθενται οι φυσικοί μικρότεροι του 1000 με την ιδιότητα αυτή: 

2 5 52 88 96 120 124 146 162 178 188 206 210 

216 238 246 248 262 268 276 288 290 292 304 307 322 

324 326 336 342 372 406 408 426 430 448 472 474 498 

516 518 520 530 540 553 556 562 576 584 612 624 626 

628 658 668 670 714 718 726 732 738 748 750 756 766 

768 782 784 792 802 804 818 836 848 852 872 892 894 

896 898 902 916 926 936 964 966 976 982 996 

Ανοιχτό ερώτημα παραμένει η κατανομή των αρ.θμών αυτών στο Ν. 
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Εφαρμογές 1.7 


1. Να υπολογίσετε τους δ(4950) και σ(4950). 

Λύση. 

Βρίσκουμε αρχικά την κανονική μορφή του αριθμού 4950: 

4950 = 2' · 3 2 · 5 2 · 11 1 


Άρα δ(4950)=(1+1)(2+1)(2+1)(1+1)=36 και 


σ(4950) 


2 ] -1 3»-1 

2-1 ’ 3-1 


5 *— 1 
5-1 


11*-1 

11-1 


_ 3 26 124 120 

Τ 2 ' 4 ' 10 


= 3 13 31-12 = 14508. 


Εύκολα μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι οι διαιρέτες του 4950 
είναι οι 1. 2, 3, 5, 6, 9, 10, 11, 15, 18, 22, 25, 30, 33, 45, 50, 55, 
66, 75, 90, 99, 110, 150, 165, 198, 225, 275, 330, 450, 495, 550, 
825, 990, 1650, 2175, 4950. 

2. Για κάθε φυσικό ν, να αποδείξετε ότι δ(ν) < 2\/ν. 

Απόδειξη. 

Αν δ | ν, τότε ένας από τους παράγοντες δ και | Οα είναι μικρότε¬ 
ρος ή ίσος του χ /ν. Επομένως, οι μισοί παράγοντες του ν θα είναι 
μικρότεροι ή ίσοι του ν /ν και προφανώς < ν /ν. 

3. Για κάθε φυσικό ν = 2** 1 , με χ > 2, να αποδείξετε ότι σ(ν) = 
2ν — 1. 

Απόδειξη. 

Από την Πρόταση 1.7.3 έχουμε ότι σ(ν) = (2 ( * - 0+ι - 1)/(2- 1) = 
2 Χ — 1. 

Άρα σ(ν) = 2 · 2*" 1 — 1 = 2ν — 1. 
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4. Να αποδείξετε ότι καμμία δύναμη πρώτου αριθμού δεν είναι τέλειος 
αριθμός. 

Απόδειξη. 

Για έναν πρώτο αριθμό ρ κι έναν τυχαίο φυσικό χ, οι παράγοντες 
του μ* είναι οι 1 ,ρ,ρ 2 , Επομένως 

1 -Ηρ + ρ 2 + ... +ρ*~ ι < ρ*~' +ρ*~ [ + .., + ρ χ_1 

> ^- '-' 

Αρα 1 + ρ 4- +... + 1 < μ* και ο αριθμός ρ* δεν είναι τέλειος. 

5. Ένας φυσικός αριθμός α είναι πρώτος αν και μόνο αν σ{α) = α+1. 

Απόδειξη. 

Αν ο αριθμός α είναι πρώτος, τότε οι μοναδικοί φυσικοί διαιρέτες 
του είναι οι α και 1 και επομένως σ(α) = α + 1. 

Αντίστροφα, αν σ(α) = α + 1 και υποθέσουμε ότι ο α δεν είναι 
πρώτος, τότε θα έχει έναν τουλάχιστον διαιρέτη δ με 1 < δ < α 
και σ(α) > 1 + δ + α>α + 1, άτοπο. 

6- Ένας φυσικός αριθμός α έχει περιττό πλήθος παραγόντων αν και 
μόνο αν ο α είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 

Απόδειξη. 

Έστω α = ρϊρ? ···*£“ η κανονική μορφή του α. Το πλήθος των 
παραγόντων δ{α) = (α; 4- 1)(α·2 + 1) · · · (α χ + 1) είναι περιττό αν 
και μόνο αν όλοι οι παράγοντες 

αι + 1, + 1,..., α κ + 1 

είναι περιττοί. Αρα το δ(α) είναι περιττός αν και μόνο αν οι 
<ζι, α$,..,, α* είναι άρτιοι, δηλαδή 

/ ύίί/2 0Τ*/2 

α = (Ρι Ρι 


λ · · 


ρ^) 2 · 



Λιαιρετότητα 


. Κάθε άρτιος τέλειος αριθμός λήγει σε 6 ή 8. 

Απόδειξη. 

Από το θεώρημα 1.7.5. γνωρίζουμε ότι κάθε τέλειος άρτιος αριθ¬ 
μός α γράφεται στη μορφή 

α = 2 ν_ι (2 ν - 1} 

όπου ο 2 Ι ' — 1 είναι πρώτος. Λόγω της προηγούμενης εφαρμογής, 
ο ν είναι πρώτος αριθμός. Έτσι έχουμε τρεις περιπτώσεις: 

(ί) Αν ν = 2, τότε α = 2(2 2 - 1) = 6 . 

(ϋ) Αν ν = 4χ + 1, τότε ο α = 2 4χ (2 4χ+ι — 1} , λήγει σε 6, αφού 
οι αριθμοί 2 4χ = 16 χ και 2 4χ+ι - 1 = 2 · 16 χ - 1 , λήγουν σε 6 και 
1 αντίστοιχα. 

(ίϋ) Αν ν = 4χ + 3, τότε ο α = 2 ,χ+2 (2 4χ ^ 3 - 1) , λήγει σε 8, αφού 
οι αριθμοί 2 4χ+2 = 4 - 16 χ και 2 4χ4 " 3 - 1 = 8 · 16 χ - 1 λήγουν σε 4 
και 7 αντίστοιχα. 
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Ασκήσεις 1.7 
Α’ Ομάδα 

1. Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί 120 και 072 είναι τέλειοι. 

2. Υπολογίστε το δ(ν) για ν=305ΰ και 4503. Να αποδείξετε ότι και 
στις δυο περιπτώσεις ισχύει <5(ν) = δ(ν+ 1) = δ(ν + 2) = δ(ν + 3). 

3. Υπολογίστε το σ(ν) για ν=14, 200 και 957. Να αποδείξετε ότι και 
στις τρεις περιπτώσεις ισχύει σ(ν) = σ(ν+ 1). 

4. Βρείτε όλους τους φυσικούς αριθμούς που έχουν ακριβώς δύο διαι¬ 
ρέτες. 

5. Βρείτε όλους τους φυσικούς που έχουν ακριβώς τρεις διαιρέτες. 

0. Να αποδειχΟεί ότι δεν υπάρχει φυσικός ν, τέτοιος ώστε σ(ν)=10. 

7. Έστω ένας φυσικός ν τέτοιος ώστε το πλήθος <5(ν) των διαιρετών 
του να είναι πρώτος αριθμός. Να αποδειχθεί ότι ο ν είναι δύναμη 
πρώτου αριθμού. 

Β’ Ομάδα 

8. Βρείτε φυσικό ν < 70 με δ(ν) = 12. 

9. Αν ~ 1 ,κ 2 , ...,κ* = α είναι όλοι οι παράγοντες του φυσικού 
αριθμού α, τότε να αποδείξετε ότι Τ 4- ^ + ... + ^ = ~·. Τι 
παρατηρείτε αν ο α είναι τέλειος αριθμός; 

10. Αν ν = Ρί 1 /*^ 2 -· Ρη* είναι θ κανονική μορφή του ν > 1, να απο¬ 
δείξετε ότι : 


1 > 





11. Αν ο ν > 1 είναι σύνθετος, τότε να αποδείξετε ότι σ(ν) > ν + 

12. Αν ο α >6 είναι ένας άρτιος τέλειος αριθμός, να αποδείξετε ότι 
είναι της μορφής α=6κ-(-1. 
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Βρείτε τα δύο τελευταία ψηφία του τέλειου αριθμού 
ν = 2 199:1β (2 19θ37 - 1). 


14. Να βρεθούν όλοι οι θετικοί ακέραιοι κ για τους οποίους υπάρχει 
κάποιος θετικός ακέραιος ν τέτοιος ώστε να ισχύει δ(ν 2 )/δ(ν) = χ. 
(39η ΔΜΟ, 1998. Τίύν/.αη) 
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Γενικές Ασκήσεις 1ου Κεφαλαίου 

1. Να αποδειχθεί ότι κάθε φυσικός αριθμός που δεν είναι δύναμη του 
2 γράφεται ως άθροισμα κάποιων διαδοχικών φυσικών. 

2. Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός Λ Γ = 11 10 — 1 είναι πολλαπλάσιο του 
100. 

3. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

ν 2 -I- 23 
24 

είναι ακέραιος, όταν ο ν δεν είναι πολλαπλάσιο του 2 ή του 3. 

4. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

ν 6 7 8 9 -ν 3 
54 

είναι ακέραιος. 

5. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός Π ... 111 22 .. 2 5 είναι τέλειο τε- 

1997 1998 

τράγωνο ακεραίου (2η ΒΜΟΝ, 1998, Αθήνα). 

6. Να υπολογισθεί ο μικρότερος φυσικός κ για τον οποίο 
1441 | (60 ν + κ · 71 ν ) για κάθε περιττό φυσικό ν. 

7. Αν μ και ν είναι δύο φυσικοί τέτοιοι ώστε 

μ 12112112 1 1 2 

ν ~ 1 + 2 ~ 3 + 4 + 5 ~ 6 + 7 + 8 9 + ' “ + 478 + 479 480 

να αποδειχθεί ότι 641 | μ. 

8. Ένας κτηνοτρόφος έχει ένα κοπάδι πρόβατα. Όταν ρωτήθηκε 
πόσα πρόβατα έχει, απάντησε: 

“Εχω περισσότερα από 250 και λιγότερα από 300 ζώα. Οταν τα 
μετράω ανά 12 περισσεύουν 9 και όταν τα μετράω ανά 16 περισ¬ 
σεύουν 5”. 

Πόσα πρόβατα έχει συνολικά; 
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9. Έστω δύο φυσικοί ν, α > 1 τέτοιοι ώστε ο αριθμός α* 4-1 να είναι 
πρώτος. Να αποδειχθεί ότι ο α είναι άρτιος και ο ν είναι δύναμη 
του ·2. 

10. Έστω ρ ένας περιττός πρώτος και μ, ν δύο φυσικοί τέτοιοι ώστε 
ρ | (μ' + ν'). Να αποδειχθεί ότι ρ 2 | (μ' + ν'). 

11. Αν α, β είναι δύο σχετικά πρώτοι ακέραιοι, να υπολογίσετε τον 

(α 2 +/3 2 ,α+/3). 

12. Αν (α,/3) = 1, να αποδειχθεί ότι ο αριθμός (α 3 +/3 3 , α 2 +/3 2 ) διαιρεί 
τον α - β. 

13. Έστω τυχαίοι φυσικοί α, β και ν. Να αποδείξετε ότι 
(<χ,β)' = (α\β'). 

14. Να αποδειχθεί ότι για κάθε τριάδα φυσικών α, /3, γ ισχύει ότι 

(*. βϊ) = (α ,β)γ)· 

15. Αν α, β, γ είναι τρεις ακέραιοι αριθμοί, να αποδειχθεί ότι 
(α,/3] | γ αν και μόνο αν α | γ και β | γ. 

16. Έστω τέσσερεις φυσικοί αριθμοί α, /3, γ και ν τέτοιοι ώστε 
(α,/3) = 1 και α/3 = γ*. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν φυσικοί δ και 
ε τέτοιοι ώστε α = δ ν και β = ε\ 

17. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 3 6ν - 2 6, ' διαιρείται με το 665 για κάθε 
τιμή του φυσικού ν. 

18. Έστω ρ > 2 ένας πρώτος και 

, 11 ι μ 

+ 2 3 + 3 3 + "' + {ρ- Ι) 3 “ ν’ 

όπου μ, ν πρώτοι μεταξύ τους. Να αποδείξετε ότι ο ρ διαιρεί τον 

μ· 

19. Ονομάζουμε ένα φυσικό αριθμό "ενδιαφέρον", αν μπορεί να γραφεί 
ως γινόμενο δύο πρώτων αριθμών. Να βρείτε το μέγιστο πλήθος 
διαδοχικών αριθμών οι οποίοι να είναι όλοι "ενδιαφέροντες". 
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20. Να αποδείξετε ότι κανένας από τους αριθμούς 

α ν = 2 2 ' + 1 

όπου ν = 0 , 1 , 2 , ... δεν είναι κύβος ακεραίου. 

21. Να βρείτε όλους τους φυσικούς X, υ που ικανοποιούν τη σχέση 
χ ν = }Λ με χ Φ */. 

22. Εστω Ρ(ζ) ένα πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές τέτοιο ώστε 

Ρ(— ν) < Ρ(ν) < ν 

για κάποιο ακέραιο ν. Να αποδείξετε ότι Ρ(-ν) < -ν. 

23. Για κάθε περιττό αριθμό ν, να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

ν >2 - ν « - ν' + ! 


διαιρείται με το 512. 

24. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακέραιοι φυσικοί α με την ιδιότητα: 
ο αριθμός ζ = ν 4 + α δεν είναι πρώτος για κάθε φυσικό ν. 

(11η ΔΜΟ, 1969, Βουκουρέστι) 

25. Να βρεθούν όλοι οι φυσικοί αριθμοί ν > 1 τέτοιοι ώστε ο 
3 ν_ι + 5 ν_ι να διαιρεί τον 3 ν 4- 5 ν . 

26. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 2222 4ΜΛ + 5555*^ 2 διαιρείται με το 7. 

27. Να βρείτε το πλήθος των σχετικά πρώτων αριθμών α, β 
με α + β = 7250. 

28. Έστω δ(ν) το πλήθος των θετικών διαιρετών του φυσικού ν (συ¬ 
μπεριλαμβανομένων του 1 και ν). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν 
άπειροι φυσικοί αριθμοί ν τέτοιοι ώστε ο ν/δ(ν) να είναι ακέραιος. 

29. Βρείτε τους φυσικούς αριθμούς των οποίων το άθροισμα των διαι¬ 
ρετών τους είναι περιττός αριθμός. 

30. Να προσδιορίσετε το μέγιστο κοινό διαιρέτη (2 ν - 1, 2 μ + 1) όπου 
μ, ν φυσικοί και ν περιττός. 
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31. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν ακέραιοι αριθμοί χ, λ, μ ώστε 

χ 3 + λ 7 - χ** = 0. 

32. Έστω Η το σύνολο όλων των φυσικών της μορφής 4κ Η- 1. 

Να αποδείξετε ότι: 

(α) Αν α,/3 € Η τότε και αβ € Η 

(β) Ένας αριθμός ρ Ε Η ονομάζεται πρώτος του ΗίΙόβΓΐ όταν 
ισχύει ότι: 

αν ρ = αβ, (α,β € //) τότε α = 1 1 β = ρήα=ρ,β=1. 

Να αποδείξετε ότι κάθε ν € // αναλύεται σε γινόμενο πρώτων του 
Ηίΐββη αλλά όχι με μοναδικό τρόπο. 



Κεφάλαιο 2 
Αλγεβρικές Ισοτιμίες 


Εισαγωγή 

Οι ισοτιμίες εισήγαγαν στη θεωρία Αριθμών αλγεβρική δομή. \πήρςαν 
άμεσα φορμαλιστικά αποτελέσματα και η πεποίθηση ότι γνωστά αλγε¬ 
βρικά συμπεράσματα θα ήταν δυνατό να εφαρμοσθούν στη νέα αυτή αλγε¬ 
βρική μορφή της Θεωρίας Αριθμών. Παρ όλο που αυτό δεν έγινε εφικτό, 
αφήνοντας αναπάντητα τα βασικά ανοιχτά ερωτήματα της θεωρίας Αριθ¬ 
μών, υπήρξαν σημαντικά επιτεύγματα που επιβεβαίωσαν την εισαγωγή 
των αλγεβρικών ισοτιμιών στη θεωρία Αριθμών. 


2.1 Ορισμοί-Ιδιότητες 

Ορισμός 

Έστω α, β, ν ακέραιοι με ν > 0. Θα λέμε ότι “το α είναι ισότιμο με 
το β ως προς ηιοιίυΐο ν” αν οι α, β είναι ισοϋπόλοιποι διαιρούμενοι 

με τον ν και Θα γράφουμε : 


α = β (σιικ/ν). 

Σε αντίθετη περίπτωση γράφουμε 


α ^ β (σκχίν). 
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Σχόλιο 

Είναι προφανές από τον ορισμό ότι α = /3(οι<χ/ν) αν και μόνο αν 
ν|(α -β). 

Ιδιότητες 

Η σχέση της ισοτιμίας ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες για όλους τους 
ακεραίους α, β, γ, ν με ν > 0. 

(ί) α = α(ι ηοί/ν) (ανακλαστική ιδιότητα) 

(π) α = β (νιοάν) αν και μόνο αν β = α (σϊοίίίν) (συμμετρική ιδιότητα) 
(ΐίΐ)Αν α ξ β (ιΐΜπΙν) και β = γ{;7κ*/ν), τότε α = γ [ηιοόν) (μεταβατική 
ιδιότητα) 

(ίν) Αν α = β (ίηοίίν) και γ = δ (τηοάν), τότε α + γ = β + δ (πιοί/ν) 

(ν) Αν α = β (;7ΐο</ν) και γ = δ (ηιοόν), τότε αγ = βδ (τ/ίοί/ν) . 

(νΐ) Α\ α = β (;Ν<κ/ν) και δ | ν, δ > 0, τότε α = /3 (;Μΐχ/δ) 

(νϋ) Αν α = β (τ7ΐοί/ν), τότε αγ = /3γ(;πο<ίνγ), γ > 0. 

Απόδειξη. 

Οι αποδείξεις των ιδιοτήτων (ϊ)-(ν) είναι άμεση συνέπεια του ορισμού 
της ισοτιμίας. 

Για τις ιδιότητες (νί) και (νϋ) έχουμε ότι αν α = β(»7ΐθί/ν), τότε ν α -β, 
οπότε: 

(νί) αν δ | ν. τότε δ α - β (ιδιότητα 1.2.1(ϋ)), οπότε α ξ β[τιιοάδ). 
(νϋ) νγ | (α - β) γ οπότε νγ (αγ - β γ) ή αγ = βγ (ιηοάνγ). 

Οι παραπάνω σχέσεις (ί)-(ίίί) φανερώνουν ότι η ισοτιμία είναι μια σχέση 
ισοδυναμίας στο Ζ, ενώ οι (ίν) (ν) εκφράζουν ότι η ισοτιμία είναι συμ¬ 
βατή με τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού. Οι τελευ¬ 
ταίες ιδιότητες (νί)—(νϋ) αφορούν στη μεταβολή της κλάσης η\ο(ί. 

Άμεση εφαρμογή των ιδιοτήτων (ίν)-(ν) αποτελεί το ακόλουθο πόρισμα, 
που εκφράζει ότι τα πολυώνυμα αφήνουν αναλλοίωτη τη δομή των ισο¬ 
τιμιών. 

Πόρισμα 2.1.1 

Αν ί είναι πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές και α = /3(;7ΐ<χ/ν) τότε 
/(«) = /03 ΗπκκΙν). 
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Τα ουδέτερα στοιχεία της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού {ιηοάν) 
είναι το 0 και το 1 αντίστοιχα. Επίσης, έχουμε ότι α + ( —α) = 0(πιοί/ν), 
δηλαδή ο (-α) είναι ο αντίθετος του α ως προς (ο?οτ/ν). 

Οι κλάσεις ισοδυναμίας που ορίσαμε στο Κεφάλαιο 1 μπορούν να γρα¬ 
φούν με το νέο συμβολισμό ως εξής: 

Ζη = {χ € Ζ/ χ = 0(»ιοί/ν)} 

Ζ| = {χ € Ζ/ χ = 1{οιοί/ν)} 

Ζ ν _ι = {χ 6 Ζ/ χ = (ν - 1)(π?οΛν)} 

δηλαδή κάθε ακέραιος χ είναι ισότιμος με ένα και μοναδικό αριθμό από 
τους 0,1,2,.. .(ν - 1) ως προς (πιοάν). 

Λύο ακέραιοι χ, ^ θεωρούνται διαφορετικοί (ηιοάν) αν και μόνο αν 
χ ^ ^(τ»ο<έν). Είναι δυνατόν να ορίσουμε τον αντίστροφο ενός ακεραίου 
ως προς (τ/?ο</ν) ως εξής: 

Ορισμός 

Έστω α € Ζ. Αν υπάρχει ακέραιος β, τέτοιος ώστε οιβ = 1 ( ιηοάν ), τότε 
ο β λέγεται αντίστροφος του α ως προς (σίΐκίν). 

Είναι φανερό ότι δεν υπάρχει απαραίτητα ο αντίστροφος ενός ακεραίου 
ως προς (τ/ίίκ/ν). Για παράδειγμα, οι 2 και 3 είναι αντίστροφοι (τηοΛ5), 
αφού 2·3ξ 1(τη<κί5), ενώ η ισοτιμία 2 ■ β ξ 1(ηϊ(κί10) δεν έχει λύση ως 
προς β, αφού για κάθε τιμή του β το 2β είναι άρτιος (πιοάΙΟ), οπότε ο 
2 δεν έχει αντίστροφο ως προς (ί/»ο<Π0). 

Κατά συνέπεια ο νόμος της διαγραφής δεν ισχύει πάντοτε στις ισοτι¬ 
μίες, δηλαδή δεν ισχύει η συνεπαγωγή: 

Αν αχ = α// (>ηοί/ν) τότε χ = ν (;οο*ίν). 

Ισχύει όμως η παρακάτω ασθενέστερη μορφή του νόμου της διαγραφής. 

θεώρημα 2.1.2 

(ΐ) αχ = αι/(σίθί2ν) αν και μόνο ανίΞΐ/ [ιηοό-τγ— 

(ϋ)Αν αχ = αι /(πηκ/ν) και {α,ν)=1, τότε χ = ΐ/(τη<κίν). 

Απόδειξη. 

(ϊ) Αν αχ = αι/(τηοάν) , τότε αχ - αι/ = κν, για κάποιον ακέραιο κ. 
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Επομένως έχουμε ^ (* - ν) = οπότε ^ | ^ (* - ί/)· 

^ ωζ (ώ> ώ) = 1 ( Πο ?· 1 · 3 ·®)· οπότε ^ I ( χ _ ^)· χπό το ( ^ εώ * 

ρήμα 1.3.9. Αρα Χ = ν (>ηο<ί^). 

Αντίστροφα, αν χ = ϋ {τϊηχΙ^Υ τότε αχ = αι/( τηογ/^) (Ιδιότητα 

(νϋ)). Επειδή ^ 6 Ζ, θα είναι ν | και από την ιδιότητα (νϊ) 
έχουμε 

αχ = αν {ηι-οάν) 

(ϋ) Προκύπτει άμεσα από το (ϊ). 


Θεώρημα 2.1.3 

Ο αντίστροφος του θετικού ακεραίου α ως προς (οιοί/ν) υπάρχει αν και 
μόνο αν (α, ν) = 1. 

Απόδειξη. 

Έστω ότι (α, ν) = 1. Τότε θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ, ώστε να ισχύει 
κα + λν=1 (Πορ. 1.3.5), οπότε κα = 1 (σιικίν), δηλαδή ο κ είναι αντί¬ 
στροφος του α (πιο<Ιν). 

Αντίστροφα, αν υπάρχει αρ.θμός β ώστε χβ = 1 (νιοάν), τότε ν | (α/3-1). 
Επειδή (α, ν) | ν, θα έχουμε (α, ν) | ( αβ - 1) {θεωρ. 1.2.1 (ΐϊ)). 

Όμως {α, ν) | α, οπότε (α, ν) | χβ, αρα και (α, ν) | 1, οπότε (α, ν)=1. 

Παρατήρηση 

Η παραπάνω απόδειξη αποτελεί και μέθοδο εύρεσης του αντιστρόφου. 

θεώρημα 2.1.4 

Ο αντίστροφος ενός ακεραίου α > 0 ως προς (σιο</ν), αν υπάρχει, είναι 
μοναδικός (ιηοάν). 

Απόδειξη. 

Έστω ότι οι χ,ι/ είναι ταυτόχρονα αντίστροφοι του α ως προς (ηιοάν), 
δηλαδή αχ = 1 (ιηοί/ν) και αι/ = 1 {τηοάν). 

Από την ιδιότητα (ϊν), έχουμε ότι αχ — αι/ = 0 (πι<κίν) ή ν | α (χ — $/), 
και επειδή (ν.α)=1 (προϋπόθεση ύπαρξης αντιστρόφου), προκύπτει ότι 
ν | (χ - μ) ή χ = μ(;ηο<ίν) δηλαδή ο αντίστροφος είναι μοναδικός 
(ηιοάν). 
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Εφαρμογές 2.1 

1. Να αποδείξετε ότι κάθε ακέραιος ικανοποιεί τουλάχιστον μία από 
τις παρακάτω ισοτιμίες : 

χ = 0(πιθί/2), χ = 0(τηοΛ3), χ ξ 1{>ηοί/4), χ = {(πηχίβ), 
χ = 11(ηιο4ΐ2). 

Απόδειξη. 

Κάθε αριθμός γράφεται σε μία από τις μορφές 

χ = 0.1,2,..., 11(ο*θίΠ2). 

Αν χ = 0,2,4,6.8,10(τ7ϊ<κ/12) τότε χ = 0(οιικ/2). 

Αν χ = 3,9(πιοί/12) τότε χ = 0(οιοί/3). 

Αν χ = 1,5(οι<κ/12) τότε χ = 1(τ/κκ/4). 

Αν χ = 7(τ»ικ/ΐ2) τότε χ = 1 (γπο(Λ>). 

Έτσι παρατηρούμε ότι οι αρχικές ισοτιμίες καλύπτουν όλους τους 
ακεραίους. 

2. Να βρείτε τους αντίστροφους ηιοόιιΐο 19 των αριθμών 
(ί) 3, (Η) 4, (ΐΐί) 7, (>ν) 18. 

Λύση. 

Αναζητούμε έναν αριθμό X τέτοιο ώστε 3χ Ξ 1(οίθ(ί19). 

Από τον αλγόριθμο του Ευκλείδη για τον (3,19) βρίσκουμε ότι 
1 · 19 - 6 ■ 3 = 1 άρα -6 · 3 = 1(τ»θί/19) συνεπώς ο αντίστροφος 
του 3 είναι ο —6{τ/ιοίϋ9) ή ο 13(ηιοιΠ9). 

Όμοια βρίσκουμε τους αντίστροφους των 4,7,18 οι οποίοι είναι οι 
5,11,18 ( ηιιχίΐθ) αντίστοιχα. 

3. Έστω ένας φυσικός κ και ένας περιττός πρώτος μ. Να αποδειχθεί 
ότι οι λύσεις της χ 2 = 1(τηο</ρ χ ) είναι χ = ±1(701*^). 

Απόδειξη. 

Η ισοτιμία χ 2 = 1 (τ/ίοφ*) γράφεται (χ - 1)(χ + 1) = 0{ιηοόρ χ ). 
Όμως ο μ δεν μπορεί να διαιρεί ταυτόχρονα τους (χ — 1) και (χ +1) 
αφού τότε θα διαιρούσε και τη διαφορά τους, δηλαδή το 2, αδύνατο 
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αφού μ > 3. Έτσι έχουμε ότι: 

είτε μ* | (χ — 1), οπότε χ = 1 (ιηοάρ*) 
είτε />* | (χ + 1), οπότε χ = - 1{οιοί/ρ χ ). 


4. Αν ν = 3(τηοί/4), να υποδειχθεί ότι ο φυσικός ν είναι αδύνατο να 
γραφεί ως άθροισμα των τετραγώνων δύο ακεραίων. 

Απόδειξη. 

Έστω ν = χ 2 4- μ 2 . Γνωρίζουμε ότι οι χ 2 , μ 2 θα είναι ισότιμοι με 
0 ή 1 (ίΜΟί/Ι) ανάλογα με το αν οι χ.μ είναι άρτιοι ή περιττοί. 
Έτσι, ο χ 2 + μ 2 δε μπορεί να είναι ισότιμος με 3 (τηοε/4). 

5. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν ο αριθμός 
5 2ν+ ι + 11 2ν+ ' + ΙΤ 2 *^ 1 είναι πολλαπλάσιο του 33. 

Απόδειξη. 

Έχουμε {ιδιότητα (ϊν)): 


ό 2ν+ ' + 11 2 " +ι + ΙΤ 2 ” 4,1 


= 2 2ν+ι + 2 2ν+Ι + 2 2ν+ι ( ηιοάΐ) 
= 3·2 2ν ^ , (;ηο(/3) 

= 0(τοοί/3) 


και 

5 2ν+ι + 11 2ν+ι + 17 2ν+1 =(11 — 6) 2ν+1 4 - 11 2ν+1 + 

+ (11 + 6) 2ν+ι (/τι<κ111) 

= (-δ) 2 ^ 1 + 6 2ν+ι (ττΜκίΙ 1) 

= 0(ηϊ<κΠΐ) 

Εφόσον οι 3. 11 είναι σχετικά πρώτοι, καταλήγουμε ότι 
33 | (5 2ν+ι + 11 2ν+1 + 17 2ν+1 ). 

6. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν ο αριθμός Ν = 2 2ν + 24ν - 10 
είναι πολλαπλάσιο του 18. 

Απόδειξη. 

Αρχικά παρατηρούμε ότι ο Ν είναι άρτιος. Επιπλέον στο διώνυμο 
(3 - 1) 2ν = 3 2ν — 2ν · 3 2ν_ι + ... — 2ν ■ 3 + 1 όλοι οι όροι του εκτός 
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των δύο τελευταίων, περιέχουν δυνάμεις του 3 μεγαλύτερες ή Ισες 
του 3 2 . 

Επομένως, 

2 2ν 4- 24ν - 10 = (3 - 1) 2ν 4- (18ν — 9) 4- 6ν — 1 

= (-2ν · 3 4- 1)(γ/ιοτ/9) 4- (6ν — 1 )(πιο(ί9) 

= (-6ν 4- 1 4- 6ν — 1 )(γμιχ/9) 

= 0 (ίαο</9). 

Άρα 9 | ΛΓ, οπότε και 18 | Ν Γ , αφού Ν άρτιος. 

7. Αν α είναι ένας φυσικός αριθμός με (α,6) = 1, να αποδειχτεί ότι 
α 2 = {(ιηοάβ). 

Απόδειξη. 

Αφού ο φυσικός α είναι σχετικά πρώτος με τον αριθμό 6, θα είναι 
προφανώς περιττός και όχι πολλαπλάσιος του 3. 

Άρα α = ±1(σκ>(Ζ6), οπότε α 2 = 1(γπο</6). 

8. Να βρείτε τα τρία τελευταία ψηφία του αριθμού 2 ,21<)2 . 

Λύση. 

θα προσπαθήσουμε να βρούμε έναν τριψήφιο αριθμό, έτσι ώστε η 
διαφορά του από το 2 12,02 να είναι πολλαπλάσιο του 1000. Έχουμε 

2 ΐ2ΐο2 _ 2 2 (2 ,0 ) 12, ° = 4(1024) ,2ι °. 

'Ουως 

24 11 = 24(570)* 

= 24(576)(576 2 ) 2 
= 24(576)(776) 2 (γ/ιοΛΙΟΟΟ) 

= 24 (576) (176) (πιικ/1000) 

= 24 (ηιοίΠΟΟΟ) 

Έτσι 

2>2ΐ02 = 4(24) 1210 {πιικίΙϋΟΟ) 

ξ 4(24 π ) π0 (οιοο/ΙΟΟΟ) 

= 4(24) 110 (πμχΠΟΟΟ) 

= 4(24 11 ) 10 (θϊθί/1000) 

= 4(24) 10 (πίΐκ/1000) 

= 4(570)(176) (πμμΠΟΟΟ) 

= 504 (οϊΟίίΙΟΟΟ) 
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όπου 24 111 = (576)(176)(τίΐ<χ/1000) από τον υπολογισμό του 24 11 . 
Έτσι τα τελευταία 3 ψηφία του 2 12102 είναι 504. 

9. Να αποδειχθεΐ ότι ο αριθμός 2222““ + 5555 2222 είναι πολλαπλάσιο 
του 7. 

Απόδειξη. 

Παρατηρούμε ότι 2222 = 3(™ιχί7) και 5555 = 4 (οϊΟ(Ϊ 7). Επιπλέον 
ισχύει ότι 

3 6 = 729 = 1(τηοό7) και 
4 3 ξ 64 = 1(τηο(Γ7). 

Άρα 

2222““ + δδδδ 2222 = 3““ + 4 2222 (™*ί7) 

= 3 5 · (3 β ) 925 + 4 2 · (4 3 ) 7 · 40 (^ιοίέ7) 
ξ 3 5 + 4 2 (σι<κ/7) 

= 243 + 16(τηο</7) 

= 259{γπιχ/7) 

= 0(;πο</7), 

Επομένως, ο αριθμός 2222““ + 5555 2222 είναι πολλαπλάσιο του 7. 

Παρατήρηση 

II άσκηση αυτή έχει δοθεί και στις Γενικές του 1ου Κεφαλαίου, όπου η 
λύση της είναι δυσκολότερη και στερείται μεθόδου. 
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Ασκήσεις 2.1 

Λ’ Ομάδα 

1. Εστω ένας φυσικός κ και ένας πρώτος ρ. Να αποδειχθεί ότι οι 
μόνες λύσεις της χ 2 = χ(ιηοάμ") είναι οι χ = 0 ή Ι^ηοάρ*). 

2. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν το τελευταίο ψηφίο του ν 2 
είναι ένα από τα ψηφία 0, 1, 4, 5, 6, 9. 

3. Με χρήση των ισοτιμιών να αποδειχθούν τα παρακάτω: 

(ϊ) 13 | (145 6 + 1) (ϋ)431 | (2 43 - 1) 

(ίϋ)233 | (2 29 - 1) (ΐν) 167 | (2 83 - 1). 

4. Αν ο φυσικός ν είναι σχετικά πρώτος με τον αριθμό 7, τότε να 
αποδειχθεί ότι 7 | (ν 6 - 1) και 7 | (ν 12 - 1). 

5. Αν ν και μ είναι δύο φυσικοί αριθμοί και ρ ένας πρώτος, τότε 
ισχύει: 

(ν + μ^Ξ/ΐ μ ρ {τηοάρ). 

6. Βρείτε τα τρία τελευταία ψηφία του αριθμού 2 10000 . 

7. Να υπολογισθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ν = 9 1998 + 17 1999 
διά του 8. 

8. Να αποδείξετε ότι για κάθε σύνθετο φυσικό ν > 4 ισχύει ότι 

(ν - 1)! ξξ 0(?η<κίν). 

9. Αν α = β(}η<χΐΜ), να αποδειχθεί ότι (α, ν) = (β, ν). 

10. Αν ν, μ είναι δύο φυσικοί αριθμοί, να αποδειχθεί ότι: 

μ 2ν ξ \(τηο<ί(μ + 1)). 
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Β’ Ομάδα 

11. Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό ν > 0 ισχύει 

7 | (5 2ν + 3 · 2* ν ~ 2 ) 


12. Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω ισοτιμίες ισχύουν: 
(ΐ) 91 = 1(7θθί/3) 

(ίϊ) 75 = 68(ττκκ/7) 

(ίίΐ)671 = 1{υιοί/37) 

(ίν) — 2β = 2 (»ϊοτ/3) 

(ν) 1 = 7[(ηιοό2) 

(νϊ)-4ϋ = 26 (τπ<χ/11) 

(νίί)—20 = -60(;ηικ/80) 

(νίη)ΙΙ = ΙΙΙ(πμνΗΙ) 


13. Αν ρ ένας περιττός πρώτος, να αποδείξετε ότι ο χ έχει αντίστροφο 
ιηοιίηΐο ρ τον εαυτό του αν και μόνο αν τ = 1 ή - 1 (τ/ϊοί/ρ). 

14. α) Να αποδείξετε ότι αν οι αριθμοί ρ και 8 ρ - 1 είναι πρώτος, 
τότε ο 8ρ -+ 1 είναι σύνθετος. 

β) Να αποδείξετε ότι αν οι αριθμοί ρ και 8 ρ 2 + 1 είναι πρώτοι, 
τότε ο 8ρ 2 — 1 είναι πρώτος. 

15. Να αποδείξετε ότι αν οι συντελεστές της εξίσωσης αχ 2 +/3χ + γ = 0 
είναι περιττοί ακέραιοι τότε η εξίσωση δεν έχει ρητές λύσεις. 


16. (α) Να βρείτε όλους τους φυσικούς ν για τους οποίους ο 2 ν - 1 

διαιρείται με το 7. 

(β) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει φυσικός ν για τον οποίο ο 
2 ν + 1 να διαιρείται με το 7. (6η ΔΜΟ, 1964, Μόσχα) 


17. Να βρεθούν οι λύσεις της εξίσωσης χ', 1 -+· χ\ + ... + χ} 4 = 15999, 
όπου ίϊ, Χ 2 , ..., Χΐ4 φυσικοί. 


• · · 
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18. Να βρείτε μι» μη σταθερή αριθμητική πρόοδο θετικών ακεραίων, 
απείρου μήκους, τέτοια ώστε κάθε όρος της να μην γράφεται ως 
άθροισμα δύο τετραγώνων ή δυο κύβων θετικών ακεραίων. 


19. Να βρείτε τι ώρα είναι 

(ΐ) 100 ώρες μετά τα μεσάνυχτα 
(η) 1000 ώρες μετά τις 3 το μεσημέρι 
(ίίί) 1000 ώρες πριν τις 5 το πρωί. 


20. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό ν ισχύει ότι: 
4 ν = 1 + 3ν(τηο(ί9). 
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2.2 Η γραμμική ισοτιμία αχ = β (ηιοάν) 

Το αμέσως επόμενο βήμα μετά τον ορισμό και τις αλγεβρικές ιδιότητες 
της ισοτιμίας, είναι η επίλυση “εξισώσεων". 

Ας θεωρήσουμε τη γραμμική ισοτιμία 

αχ = β (;ηο<ϊν) 

όπου α, β ακέραιοι, ν φυσικός, ν > 0 και χ άγνωστος ακέραιος. 

Θα λέμε ότι ο ακέραιος χ 0 είναι λύση της εξίσωσης αχ = β(ττιοόν), αν 
ισχύει ότι αχο ξ β(τη<χΙν). 

Κατ' αρχήν παρατηρούμε ότι αν χ 0 είναι μια λύση της ισοτιμίας, τότε 
κάθε ακέραιος που ικανοποιεί τη σχέση 

X = Χ|) 4- XV, X £ Ζ 

αποτελεί επίσης λύση, αφού επαληθεύει την αρχική ισοτιμία. 

Αν λοιπόν η αρχική ισοτιμία έχει λύση, τότε έχει άπειρες λύσεις, αφού 
κάθε ακέραιος της μορφής χ = χ 0 + κν, χ € Ζ, είναι λύση, δηλαδή το 
σύνολο των λύσεων είναι μία κλάση ισοδυναμίας οΐίκ/ν. Έτσι γράφουμε 
τη λύση στη μορφή χο(σίθί/ν). 

Στην προσπάθεια μας να λύσουμε τη γραμμική ισοτιμία διακρίνουμε τις 
περιπτώσεις: 

• 2 Ξ 0(?ηο<ίν). 

Τότε για κάθε ακέραιο χ έχουμε αχ = 0(/ηο<ίν), οπότε αναγκαία 
προϋπόθεση για να υπάρχει λύση είναι β = 0{ηι<χ/ν). 

Διακρίνουμε τις υποπεριπτώσεις : 

1 . β = 0( Γ7ΪΟί/ν) 

Στην περίπτωση αυτή η ισοτιμία έχει λύση όλους τους ακέραιους, 
δηλαδή υπάρχουν ν διαφορετικές λύσεις, οι 


0,1,2,..., (ν — 1) {;τκχ/ν) 


2. β φ 0(Γ7ΪΟί/ν) 

Στην περίπτωση αυτή η ισοτιμία είναι αδύνατη. 
• α £ 0 (πιοάν). 

Τότε διακρίνουμε τις υποπεριπτώσεις : 
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1. {α,ν)=1 

Από το θεώρημα 2.1.3 υπάρχει μοναδικός αντίστροφος γ του 
α, τέτοιος ώστε αγ = 1 (πλο<ίν). 

Έτσι έχουμε : 

αχ = β (τ ηοάν) ή 

αγχ = β γ(νιοόν) ή 
1χ = β γ(τηοάν), 

συνεπώς η ισοτιμία έχει λύση την χ α = βγ(τηοάν). 

Έστω ότι η ισοτιμία έχει μια δεύτερη λύση τότε αχ 0 - α$/ 0 = 
0(ηι<κίν), άρα ν | α(χ 0 - ί/ο) και επειδή (α, ν) = 1 6α είναι 
ν | (χο - !Λ»)ι άρα *ο = νϋ{νιοάν). 

Η λύση χ 0 της ισοτιμίας είναι συνεπώς μοναδική ως προς 
(ηιοάν). 

2. (α, ν) = δ > 1 

Τότε αχ = β (ιιημΙμ) , δηλαδή ν | (αχ — β) και επειδή <5 | ν, 
δ | α αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει λύση είναι δ \ β . 

Στην περίπτωση αυτή η ισοτιμία γράφεται ισοδύναμα 


όπου (|, I ) = 1. Από την προηγούμενη υποπερίπτωση, η 

εξίσωση αυτή έχει μοναδική λύση Χρ Άρα οι λύσεις 

της αρχικής ισοτιμίας είναι οι αριθμοί χ = Χο(π?οί/£). Αυτή η 
σχέση δίνει δ διαφορετικές λύσεις {ιηοιίν). οι οποίες είναι οι 
εξής : 

Χ 0 {τπίχίν) 

Χο + Τ (>Ν0τ/ν) 
δ 

Χο + ~Γ (ΐηοάν) 

ό 





(ιηοίίν) 
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Στην περίπτωση που ο δ δεν διαιρεί τον β η ισοτιμία είναι αδύνατη. 

Παρατηρήσεις 

1) Αν η ισοτιμία αχ = β(ιηο<Ιν) είναι επιλύσιμη και α 0(η*θίίν) τότε 
έχει ακριβώς (α, ν) διαφορετικές λύσεις. 

2) Η επίλυση της γραμμικής ισοτιμίας αχ = β{σιοόν) παρουσιάζει ομοιό¬ 
τητες με τη λύση της εξίσωσης αχ = β στους πραγματικούς. Αυτή η 
εξίσωση έχει λύση μόνο αν ο α έχει αντίστροφο δηλαδή α ψ 0 (εκτός 
από την τετριμμένη περίπτωση α = β = 0) και η λύση της είναι μοναδική 
αφού ο αντίστροφος είναι μοναδικός. Η γραμμική ισοτιμία έχει λύση αν 
ο α έχει αντίστροφο (ιηυιΐ ν) ή εάν η ισοτιμία μπορεί να μετασχηματιστεί 
σε μία άλλη ισοτιμία που να ικανοποιεί αυτή την προϋπόθεση. 

Σύστημα γραμμικών ισοτιμιών 

II επίλυση ενός συστήματος γραμμικών ισοτιμιών βασίζεται στην ενο¬ 
ποίηση των διαφορετικών κλάσεων ισοϋπολοίπων. 

Θεώρημα 2.2.1 (Κινέζικο θεώρημα υπολοίπων) 

Έστω νι, ν*,..., ν„ θετικοί ακέραιοι ανά δύο σχετικά πρώτοι μεταξύ 
τους, και οη, α 2 > · · · * ακέραιοι. Το σύστημα γραμμικών ισοτιμιών: 

χ = α\ (οιικίνι) 
χ = α 2 (/ηικένζ) 


χ = α χ (υιιχ/ν*) 

έχει μοναδική λύση (τηοά (ν; >2 · · · ν*)) 

Απόδειξη. 

Έστω ν = νι ■ ν* -... · ν χ . Για κάθε ί = 1,2,..., κ έχουμε (ν,) = 1, 
οπότε υπάρχει ι3, ώστε = 1 (ετϊοίίν,), δηλαδή ο ^ αντιστρέφεται ως 
προς (σζεκίν,). 

Επίσης ^β, = 0 (ιηοόν,) για κάθε ι £ } · 

Ο αριθμός χ 0 = ^-/3ι α ι + + > · ·+ ^/3 χ α χ είναι λύση, αφού για κάθε 
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ί = 1 , 2 ,..., χ έχουμε ότι: 

Ιο = ^β χ α } + + · · ■ + £βχ2* {ιηοόν,) 

= ς-βι*, ( ττιοάν ,) 

Ξ 3 , (? 7 ? 0 <ίν,) 

Αν τώρα ι 0ι χ\ είναι δύο διαφορετικές λύσεις του συστήματος ισοτιμιών, 
τότε ίο ξ 15 (σϊοίίν,) οπότε ν, | (ι 0 - ΐι) για κάθε ι = 1 , 2 ,, κ. Αφού 
οι νι, > 2 ,..., ν χ είναι σχετικά πρώτοι ανά δύο, προκύπτει ότι ν | (ΐο-ΐ!), 
δηλαδή χ 0 = ΐ| (νιοόν). Συνεπώς η λύση είναι μοναδική ως προς (τηοάν). 
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Εφαρμογές 2.2 


1 . Να λυθούν οι παρακάτω γραμμικές ισοτιμίες: 

(ϊ) 6χ = 2 {νχοά 7) 

(ίι) 6 χ = 3 (;ηι*/9) 

(ϋΐ) 6α = 2 (τ/ίοί/9) 

Λ όση. 

(ϊ) Επειδή (6,7 )=1 υπάρχει μοναδική λύση. Από τον αλγόριθμο 
του Ευκλείδη (ή με παρατήρηση) έχουμε ότι 1 = 1 · 7 + (- 1 ) 6 , 
οπότε (- 1)6 = 1 (πίθί/7). Δηλαδή το -1 = 6(τηο(Ι7) είναι ο 
αντίστροφος του 6 (ιηοιΐ7). 

Έτσι έχουμε 

6 · 6χ = 6 · 2 (ίτηχΠ) ή χ = 12 (χηοάΐ) ή χ = 5 (ηιο(Π ). 

(Η) Επειδή (6,9)=3 και 3 ί 3 υπάρχουν ακριβώς τρεις λύσεις. 

Από τον αλγόριθμο του Ευκλείδη έχουμε ότι 3 = (- 1 ) ■ 6 + 1 ■ 9 
ή 1 = (—1) - 2 Η- 1-3 άρα (-1) ■ 2 = I (τ»<χ/3). 

Έτσι 6 χ = 3 (τποΛ 9) ή 2 χ = 1 (πι<κ/ 3 ) ή 2 · 2χ = 2{;τιο</3) ή 
χ = 2 (τηοά 3). Αρα οι λύσεις (ηΐ(χΐ9) είναι: χ = 2, χ = 5, χ = 8 . 
(ίίΐ) Επειδή (6,9) = 3 και 3 /2 η ισοτιμία είναι αδύνατη. 

2. Να λυθεί το σύστημα γραμμικών ισοτιμιών: 

{ χ =2 (οιεκ/9) Ί 
χ = 1 {σι<κ/5) > 
χ =2 {ηκκ/4) ] 

Λύση. 

Εχουμε ν = 9·5·4 = 180. Υπολογίζουμε τους αντίστροφους (π.χ. 
χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Ευκλείδη ή με δοκιμές) των 
αριθμών 180/9 = 20, 180/5 = 36, 180/4 = 45, πιογΙιιΙο 9,5.4 
αντίστοιχα, οι οποίοι είναι οι 5, 1 , 1 αντίστοιχα. Ο αριθμός λοιπόν 
20 · 5 · 2 4- 36 · 1 · 1 + 45 · 1 · 2(ίηο<ί180) ή 146(σι<κί180) είναι η 
μοναδική λύση του συστήματος. 
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3. Να λύσετε το παρακάτω σύστημα : 

ί χ =1 (;/κκ/3) 1 

< 3χ = 1 (σιοίΟ) > 

( 4χ ξ 2 (πιθί/5) ] 


Λύση. 

Λύνοντας καθεμία από τις ισοτιμίες ξεχωριστά παίρνουμε το σύ¬ 
στημα 

χ = 1 (τηοά 3 ) 
χ =3 {ιηο(14) 
χ =3 {τηοί/5) 

το οποίο έχει μοναδική λύση (σιθί/60). 

Οι αντίστροφοι των αριθμών 20(τ7κη/ 3), 15(ο<θ(/4) και 12(τη«κ/5) 
είναι οι 2, 3, 3 αντίστοιχα. 

'Αρα η μοναδική λύση του συστήματος είναι η 
20 ■ 2 · 1 + 15 · 3 · 3 + 12 · 3 - 3(μ<χ/60) = 43(πκκί60). 
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Ασκήσεις 2.2 

Α’ Ομάδα 

1. Να λ'^θούν οι παρακάτω γραμμικές ισοτιμίες : 

(») 15χ ξ 24 (οιικ/35) 

(ϋ)20χ = 3ϋ(σίο</4) 

(ίϋ) 353χ = 254 (σκκ/400) 

2. Να λυθούν τα συστήματα ισοτιμιών: 

{ χ = 1 {νιοάό) ] ί 2χ = 6 {ιηοείΐ) ] 

χ = 3 [νχοΗΙ) I, (ΐί) I 2ι Ξ 1 (;?κκ/3) > 

χ ξ 5 (τηο</2) ] ( 5ι ξ 4 (\»ο</19) ] 

3. Να λυθούν τα συστήαατα ισοτιαιών: 

ι 

{ χ = 2 (τηοά3) ) | ι Ξΐ [χηοάΑ) λ 

χ =3 (;ϊιοτ/ 5) >,(»)< χ =0 (οιο(/3) > 
χ = 5 {ιηιχΐ 2) ] [ χ =5 (σιοί/7) ] 

{ χ =3 (τηοάΑ) 4 ( χ = 1 (τηοό 9) ϊ 

χ =5 (ΐηοό7) >,(ίν)| χ =2 (πιοί/ΙΟ) > 
χ =2 (ττιοά9) \ \ χ =3 (υιοι/ΙΙ) \ 

4. Να βρείτε όλους τους ακέραιους οι οποίοι αφήνουν υπόλοιπο 1 
διαιρούμενοι με το 2, υπόλοιπο 2 διαιρούμενοι με το 3 και υπόλοιπο 
3 διαιρούμενοι με το 5. 

Β’ Ομάδα 

5. (Γενίκευση Κινέζικου Θεωρήματος) 

Να αποδείξετε ότι οι γραμμικές ισοτιμίες χ = α, (τ/ιοί/ν.), με 
ί = 1,2,..., χ έχουν κοινή λύση αν και μόνο αν (ν 1Τ ν^) | (α, - χ,) 
για κάθε ι Φ ) . Στην περίπτωση που υπάρχει λύση, αυτή είναι 
μοναδική (ιηοά [νχ, .., ν χ ]). 

6. Έστω ν = ρ’ 1 ρ *' -.. ρ*“ η κανονική μορφή του φυσικού ν. Να 
αποδειχθεί ότι κάθε κοινή λύση του συστήματος των γραμμικών 
ισοτιμιών χ = α(πιοόρ’ ; ), για )=1,2,... ,κ είναι λύση της χ = 
α(τηοάν). 
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7. Να εξετάσετε αν μπορούμε να βρούμε 21 διαδοχικούς φυσικούς 
καθένας από τους οποίους να έχει έναν ή περισσότερους πρώτους 
παράγοντες ρ, με 2 < ρ < 13. 
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2.3 II συνάρτηση φ του ΕιιΙθγ 

Στο Κεφάλαιο 1 διαμερίσαμε τους ακέραιους σε κλάσεις ανάλογα με το 
υπόλοιπο που αφήνουν διαιρούμενοι με τον αριθμό ν, οπότε σχηματίσαμε 
τα ν σύνολα (κλάσεις ισοδυναμίας): 

Ζ υ = {χ/χ = 0 (οιοι/ν)} 

Ζ\ = {χ/χ = 1 (τ?ιθί/ν)} 


Ζ ν _ι = {χ/χ = ν - 1 (?7ΐ<κ/ν)} . 

Στην προηγούμενη παράγραφο ωστόσο παρατηρήσαμε ότι ως προς τον 
πολλαπλασιασμό δεν υπάρχει πάντοτε ο αντίστροφος. Ικανή και ανα¬ 
γκαία συνθήκη για να αντιστρέφεται ο ακέραιος α ψ 0 ως προς ηιοόηΐο ν 
είναι (α,ν)=1. Αν λοιπόν από τα παραπάνω σύνολα κρατήσουμε μόνο τα 
παρακάτω: 

{χ/χ = γ* [νιοάν)}, με (γ<, ν) = 1 

τότε στα σύνολα αυτά ισχύουν όλοι οι συνηθισμένοι κανόνες της άλγε¬ 
βρας ως προς την πράξη του πολλαπλασιασμού (δηλαδή ύπαρξη αντι¬ 
στρόφου και κανόνας διαγραφής). Το σύνολο {γ,} ονομάζεται συνήθως 
“ανηγμένο σύστημα υπολοίπων (πιοάν) η . 

Ορισμός 

Το πλήθος των παραπάνω συνόλων ορίζεται ως φ(ν) και εξαρτάται μόνο 
από το ν. 

Με άλλα λόγια, φ(ν) είναι το πλήθος των αριθμών του συνόλου 
{1,2,..., ν - 1} που είναι σχετικά πρώτοι με το ν. 

Η συνάρτηση φ : Ν —> Ν ονομάζεται συνάρτηση φ του ΕοΙθγ. Στην 
περίπτωση που ν = 1 ορίζουμε φ (1) = 1 . 

Για παράδειγμα έχουμε φ(12) = 4, αφού ο αριθμός 12 είναι σχετικά 
πρώτος με τους 1, δ, 7, 11, ενώ δεν είναι με τους 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10. 

Επίσης για κάθε πρώτο ρ ισχύει φ(ρ) = ρ — 1 αφού ο ρ είναι σχετικά 
πρώτος με τους 1,2,3,..., ρ - 1. 




θεωρία των Αριθμών 


97 


Θεώρημα 2.3.1 

Ο αριθμός φ(ν) για ν > 3 είναι άρτιος. 

Απόδειξη. 

Έστω Γ\,γ· 2 , ..., Γ ν ( ν ) οι αριθμοί του συνόλου {1,2,..., ν} που είναι 
σχετικά πρώτοι με το ν. 

Για κάθε αριθμό γ χ θα υπάρχει μοναδικός αντίστροφος του ΠΗχΙαΙον, δη¬ 
λαδή ένας αριθμός α τέτοιος ώστε ν,α = 1 (τηοΛν) (θεώρημα 2.1.3). 

'Αρα και ο α θα είναι κάποιος από τους {γ*}, αφού ο α αντιστρέφεται 
(έχει αντίστροφο τον γ, θα ισχύει (α,ν)=1, οπότε 9α ανήκει στο σύνολο 

(Μ)· 

Ας βρούμε ποιοι αριθμοί έχουν ως αντίστροφο τον εαυτό τους. Έστω 
χ 2 = 1 ( τηοάν ). Τότε ν | (χ 2 — 1) ή ν [ (χ - 1)(χ + 1). Αν ρ, είναι 
ένας πρώτος παράγοντας του ν, τότε ρ, | χ - 1 ή ρ, | χ + 1 , άρα 
χ = ±1 (ηκχΐρ,). 

Έτσι από το θεώρημα 2.2.1 θα είναι χ = ±1 (ιηοόρ ^...) δηλαδή 
χ ξ ±1 (τοοίίν) . Αυτό σημαίνει ότι μόνο οι αριθμοί 1 και -1 (δηλαδή 
ν — 1) μπορούν να έχουν για αντίστροφο τον εαυτό τους. 

Πράγματι, I 2 = (ν - 1)" = 1 (πιοιίν). Έτσι λοιπόν το σύνολο {γ χ } απο- 
τελείται από το 1, το ν — 1 και ζεύγη αντίστροφων ακεραίων, δηλαδή 
έχει άρτιο πλήθος στοιχείων. 

Μελετώντας την τιμή της συνάρτησης ΕιιΙογ σε δυνάμεις πρώτων μπο¬ 
ρούμε να αποδείξουμε ότι είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση και να 
βρούμε την ευκολότερη μέθοδο προσδιορισμού της για τυχαίο φυσικό 
αριθμό. 

Θεώρημα 2.3.2 

Αν ο ρ είναι πρώτος και ο α είναι ένας τυχαίος φυσικός, τότε έχουμε: 

φ{ρ*) = Ρ α -Ρ°~ χ = Ρ* (ι “ ρ) * 

Απόδειξη. 

Αν ο αριθμός ρ είναι πρώτος, τότε από τους 1,2,3, ...,ρ* — 1 μόνο οι 
αριθμοί ρ, 2ρ,..., (μ® -1 — 1)ρ δεν είναι σχετικά πρώτοι με τον ρ*. Αρα 



φ (ρ*) = ρ* - 1 - (ρ 8 1 - 1) = ρ" - ρ* 1 = Ρ* 
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Θεώρημα 2.3.3 

Αν α, β θετιχοί ακέραιο-, με (α,/3) = 1, τότε φ(αβ) = φ(α)φ(β). 

Απόδειξη. 

Εστω χ = φ(α), * = ψ(β) και Γ ι > Γ ζ. · · ·> ^χ, $ι, $2»..., 5 α θ'· αριθμοί των 

συνόλων {1,2,..., α) , {1,2,- β] που είναι σχετικά πρώτοι με τους α, 

β αντίστοιχα. Αν ο χ είναι σχετικά πρώτος με τον αβ, τότε προφα¬ 
νώς (χ,α) = (ζ,/3) = 1, οπότε χ = Γί(τηοάχ) και χ = $ } (τηοάβ) για 
ι = 1,2,..., χ και ) = 1,2,..., λ. 

Αντίστροφα, αν χ = γ, (ηιοίΐχ) και χ = 8^ (σκκ/,θ), τότε (χ,α/3) = 1. 
Αρα όλοι οι αριθμοί χ που είναι σχετικά πρώτοι με τον αβ προσδιορίζο¬ 
νται αν λύσουμε το σύστημα χ = (πιοάα) και χ = 8 Ι (νιοιΐβ) για κάθε 
τιμή των ϊΟμως από το θεώρημα 2.2.1, κάθε επιλογή των ι,; δίνει 
διαφορετικές τιμές τ/ι<κ/(<η3), οπότε παίρνουμε κλ διαφορετικούς αριθ¬ 
μούς, δηλαδή φ(α,β) = κλ. 

Πόρισμα 2.3.4 

Αν ν > 2, τότε ?(ν) = ν (ΐ - £) (ΐ - . (ΐ - X), όπου ρ,,... ,ρ„ 

όλοι οι πρώτοι που διαιρούν τον ν. 

Απόδειξη. 

Γράφουμε τον αριθμό ν στην κανονική του μορφή ν = ρ* ι ρ2 2 · ■ Ρΐ Η και 
εφαρμόζουμε διαδοχικά το θεώρημα 2.3.3. 

ΙΙαρατήρη<τη 

Το παραπάνω πόρισμα μας δίνει έναν εύκολο τρόπο να υπολογίζουμε 
γρήγορα το φ(ν) για μεγάλο ν, όπου ο ορισμός γίνεται δύσχρηστος. 
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Εφαρμογές 2.3 


1. Να υπολογισθεί το φ(ν) για τους αριθμούς ν = 2,3,.,,, 15, 

Λύση. 

Οι αριθμοί 2, 3, 5, 7, 11, 13 είναι πρώτοι, οπότε φ(2}=1, φ(3)=2, 
φ(5)=4, φ(7)=6, φ(11)=10, φ(13)=12. Επίσης χρησιμοποιώντας 
ότι η φ είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση έχουμε ότι: 
φ(6) = φ(2)φ(3) =2, φ(10) = φ(2)φ(5) =4, φ(14) = φ(2)φ(7) =6, 
φ(15) = φ(3)φ(5) =8. 

Επιπλέον χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 2.3.4 προκύπτει ότι φ(4) = 

1(1 - 1) = 2, 9(9) = 9 (ΐ - 1) = 6X0,, 9(8) = 8 (ΐ - ί) = 4. 
Τέλος 9(12) = 90)9(4) = 4. 

2. Έστω ένας φυσικός αριθμός ν > 2. Να αποδειχθεί ότι το άθροισμα 
των φυσικών που είναι μικρότεροι του ν και σχετικά πρώτοι μαζί 
του, δίνεται από τον τύπο νφ(ν)/2. 

Απόδειξη. 

Προφανώς, αν ο χ < ν είναι σχετικά πρώτος με τον ν, τότε και 
ο ν - χ είναι επίσης σχετικά πρώτος με τον ν. Έτσι οι αριθμοί 
που είναι μικρότεροι του ν και σχετικά πρώτοι μαζί του μπορεί να 
χωριστούν σε φ(ν)/2 ζεύγη όπου το άθροισμα των στοιχείων κάθε 
ζεύγους να ισούται με ν. 

3. Για έναν τυχαίο φυσικό ν να αποδειχθεί ότι φ(ν) > ν/Λ(ν). 

Απόδειξη. 

Έστω ν = ρ“' 'ρ ^ 1 ... ρ“* η κανονική μορφή του φυσικού ν. Έχουμε 
το γινόμενο 

φ(ν)·δ(ν) = ν ίΐ-^ ^ . - - ^1 — — ^ (®ι+1)... (α*+1). 


Άρα 

9 (ν)·«(ν) >ν(|)“ 2“ ή 

φ(ν) · δ(ν) > V. 
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4. Να υπολογισθούν οι φυσικοί αριθμοί ν που ικανοποιούν την εξί¬ 
σωση φ(ν) = 4ν/5. 

Λύση. 


Επειδή ο αριθμός 4ν/5 πρέπει να είναι φυσικός είναι φανερό ότι ο 
ν είναι πολλαπλάσιος του 5, δηλαδή ν = 5* · μ με (5, μ) = 1. 
Ακόμη φ(5*μ) = φ(5*) · φ{μ) = 4 · 5*" 1 -μ'ή (5* - 5- ι )φ(μ) = 
4 · 5* -1 * μ . 

Αρα 4 · 5*~' - φ(μ) = 4 · 5* -1 · μ , δηλαδή φ(μ) = μ. 

Επομένως μ = 1 και ν = 5 Χ . όπου κ είναι ένας τυχαίος φυσικός. 


5. Αν ν = ρ"'Ρ? · . .ρ“* είναι ένας φυσικός αριθμός στην κανονική 
του μορφή, να αποδειχθεΐ ότι 


σ(ν)·φ(ν) = ν^1-^^) ^ 


1 - 


1 


ρ? +1 


Απόδειξη. 

Γνωρίζουμε ότι 


_ ρΓ +ι - ι ρΡ 1-1 - 1 




σ(ν) = 


Ρι - 1 Ρ2 “ 1 


και 






Αρα σ(ν) ■ Ρ (ν) = ν (... 

ή σ( ν) ■ <ρ(ν) = ν 2 (ΐ - (ΐ - ^ττ) ... (1 - ^) . 

6. Εστω ν, μ δύο φυσικοί και δ = (ν,μ). Να αποδείξετε ότι φ(νμ) = 
φ{ν)φ(μ)δ/φ(δ). 


Απόδειξη. 


Έστω ότι οι κανονικές μορφές των φυσικών είναι ν = ρ* ι ρ %*... ρ*“ 

και μ = 9? 1 <72 ί · αντίστοιχα- Από το Πόρισμα 2.3.4 έχουμε 
ότι 


Ρ ( μ *) = 0 ~ ^)···( 1 ~ £) 0 ~ ^)···( 1 ~ £) 

(1 — Ρι) - - - (1 — Ρι) 


αν 
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όπου ρ \, /λ 2 ,..., ρ ( είναι οι κοινοί πρώτοι παράγοντες των ν και μ. 
Επιπλέον, 




<?(μν) 


υν 

ι 


Άρα <ρ(μν) = φ(μ)φ(ν)δ/ρ{δ). 


»Μ . 

_!_ϋ_ 

ϋ*) ' 

6 


7. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό ν > 1 ισχύει 


ν = Σ ·/>(«) 

6|ν 

όπου το άθροισμα εκτείνεται σε όλους τοος φυσικούς διαιρέτες 
του ν. 

Απόδειξη. 

Για ν = 1 είναι προφανές ότι 


ν = Σ?( δ ) = 9>(0 = Ι- 

β|> 

Για ν > 1 υποθέτουμε ότι ισχύει για κάθε κ < ν. 

Θεωρούμε την κανονική μορφή του αριθμού ν = ρΐ'ρξ 1 · ·ρ%', 
οπότε έχουμε ότι 



οπού 


φ(ν) = φ(Κ ι ) · φ[ρ?) ·...· ρ(ρ“"). 


Σ ?(*)- Σ ?(*) ■ Σ ν(*) · - - - · Σ ?(*)* 

*ΐν «ι Ρ ; 3 «ι ι>:* 

Σ <?(*) = <ρ(ΐ) + <?(Ρ)) + “> + 9(ρ?) ή 

«ι ρ"’ 
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Σ 9( 5 ) “ 1 + ^ ~ 1 ) + (ρ] - Ρ}) + · · · + {ρ α / - μ*/ 1 ) ή 


Σ - ρ ? 

*\ΡΪ 


Επομένως, 


Σ?( 5 ) = ΡΤ Ρϊ 1 · Ρχ” = 

ί'ν 


V. 


8. Βρείτε όλους τους φυσικούς ν για τους οποίους ισχύει 
φ(ν) + σ(ν) = 2ν. 

Λύση. 

Προφανώς για ν = 1, έχουμε ρ(1) + σ(1) = 2. 

Έστω ν = ρ" ι ρ^ .. .ρ“* η κανονική μορφή ενός φυσικού ν > 2. 
Τότε έχουμε 

V Ρ\) \ Ρχ) Ρι — 1 Ρχ~ 1 

Άρα 


ΡΐΡ.'· Ρ* 


Ου-ιΧρΓ’+.+Ι) 

0>*-ΐ)ϋ£*+ -+ι> 

(Ρι -1) 

(ρ»-Γ) 


= 2ν I 


ι 


\ΡΛ -0 -^- 1 ) 

Ρ\Ρΐ Ρη 


+ (ρ“ > + + ...+ 1} = 2ν ή 


Ιρι->)-(?,.-η 

Ρ\Ρ'2—Ρ* 


[ + 1 ) 

V 



Ομως το πηλίκο (ρ, - 1) · · · (ρ Χ - 1)/ριΡ2 · ■ ·ρ* είναι μικρότερο ή 
ίσο με 1/2 και το γινόμενο (ρ“' + ■ · · + 1)... (ρ"“ + ... + 1) είναι 
μεγαλύτερο ή ίσο του 2ν, άτοπο. 

Αρα μόνο για ν = 1, έχουμε ρ(ν) 4- σ(ν) = 2ν. 
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Ασκήσεις 2.3 

Α’ Ομάδα 

1. Πόσοι φυσικοί αικρότεροι του 3600 είναι σνετικά πρώτοι ως προς 
τον αριθμό 3600; 

2. Να βρεθούν οι αριθμοί ψ(100), φ( 1000), φ(7200). 

3. Έστω ν και μ δύο φυσικοί τέτοιοι ώστε κάθε πρώτος διαιρέτης του 
ν να διαιρεί και τον μ. Να αποδειχθεί ότι 

(ΐ)φ(νμ) = νφ(μ) , (ΐί)φ(ν 2 ) = νφ(ν). 

4. Αν ν, & είναι δύο φυσικοί αροιθμοί με δ | ν, τότε φ(δ) | φ(ν). 

Β’ Ομάδα 

5. Για ποιους αριθμούς ν ισχύει η σχέση φ(2ν)=φ(ν); 

6. Αν ο ν έχει ακριβώς χ διαφορετικούς περιττούς πρώτους παράγο¬ 
ντες, να αποδείξετε ότι 2 Χ | φ(ν). 

7. Να λυθεί η εξίσωση φ(ν)=24. 

8. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ακέραιος ν τέτοιος ώστε φ(ν)=14. 

9. Αν φ(κ)=φ(νκ) για κάποιους αριθμούς ν,κ να αποδείξετε ότι ν=2 
και κ=περιττός. 

10. Να υπολογισθεί το άθροισμα φ( 1) 4- φ(μ) + ... + φ(μ*) για ένα 
τυχαίο πρώτο αριθμό μ. 
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2.4 Τα Θεωρήματα Γθίτηαί και ΕιιΙθγ 

Λν παρατηρήσουμε τη συμπεριφορά του α χ (τηοί/ν) για διάφορες τιμές του 
X παρατηρούμε ότι συχνά για κάποια τιμή έχουμε α Α = 1(Γηο</ν). Αυτό 
είναι αρκετά σημαντικό, καθώς δηλώνει μια περιοδικότητα στη δομή του 
α Χ . δηλαδή α λ+_μ = α λ α μ = α μ (νι<χ/ν) . Για παράδειγμα, ας εξετάσουμε 
τη δύναμη 7 χ (πϊο<Π 0) για μερικές τιμές του κ: 

7° = 1(οίο<ί10) 

7 1 = 7(τηοά\0) 

Τ 2 = 49 = 9 ( πμχ / 10 ) 

7 3 = 7 2 · 7 = 9 · 7 = 3(7νο</10) 

7 4 = 7 3 ·7= 3·7= Ι(τηαίΙΟ) 

7* = 7 4 · 7 = 1 · 7 = 7(τη<κί10) 

Τ 6 = 7 4 · V = 1 · 49 = 9(π;<%Π0) 

Λ 

δηλαδή τα υπόλοιπα του 7*(το·ο<ϋ0) επαναλαμβάνονται περιοδικά με πε¬ 
ρίοδο 4, παίρνοντας τις τιμές 1, 7, 9, 3. 

Αν διαλέγαμε όμως την τιμή α=2, δεν θα είχαμε ποτέ 2 Χ = 1 (γπο«Π 0) 
αφού ο 2 Χ είναι άρτιος. Παρ' όλα αυτά, αν μελετήσουμε τις τιμές του 
2*(τηοβΠ0), για χ > 1 παρατηρούμε ότι και εκεί τελικά τα υπόλοιπα επα¬ 
ναλαμβάνονται περιοδικά με περίοδο 4: 

2 1 =2 (τοοΛΙΟ) 

2 2 =4 (τποιΠΟ) 

2 3 =8 (τηαϊΙΟ) 

2 4 =6 (/ηο<Π0) 

2 5 =2 (τποΛίΟ) 

2 6 =4 (τηοίΠΟ) 


Παρατηρούμε, λοιπόν, μια δομή στη μορφή του α χ (τ; ιοάν), η οποία όπως 
θα δούμε είναι άμεσα συνδεδεμένη με τον αριθμό φ(ν). 
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θεώρημα 2.4.1 (Ρθγιπ&Ι) 

Αν ρ πρώτος και α ακέραιος με (ρ, α) = 1, τότε 

α ρ ~ ι = 1 (τηοάρ). 


Απόδειξη. 

Προκύπτει άμεσα ως ειδική περίπτωση του θεωρήματος του ΕιιΙογ που 
ακολουθεί. 

Θεώρημα 2.4.2 (ΕιιΙθγ) 

Αν α,τη ακέραιοι με (α,τη) = 1, τότε 

0 9("») = 1 (ητίχίίη) 

όπου φ(τη) είναι η συνάρτηση του ΕιιΙργ. 

Απόδειξη. 

Για γπ = 2 προφανώς ισχύει, αφού αν (α,2) = 1 ο α είναι περιττός. Για 
τη > 3, ας θεωρήσουμε τους φ(τ7ΐ) αριθμούς 

τ * 4 * * ^*9 (τπ) 

που είναι σχετικά πρώτοι με το τη. Αν πολλαπλασιάσουμε με το α(τηοάττι) 
παίρνουμε τους αριθμούς 

α · τγ, α · γ 2 , ..., α · (7ηο<ί™). 

Επειδή (α, γπ) = 1. ούτε ο α ούτε ο γ, έχουν παράγοντα τον αριθμό 
σι, οπότε ο ατγ είναι σχετικά πρώτος με τον γπ για κάθε ϊ. Όμως 
οι αριθμοί τ-,,7- 2 , ... είναι όλοι οι σχετικά πρώτοι του 7η(τηοίί7η), 

οπότε α γ, = Γ; . Επίσης, αποκλείεται απ, = <χτ ) {μιοάτή) για κάποιους 
Γί,Γ ; , αφού τότε θα είχαμε γ, = τ,(τηοάτη) από το νόμο της διαγραφής, 
αφού (α, τη) = 1, άτοπο. 

Έτσι οι αριθμοί α - /γ, α · τ· 2 ,..., α · («7Μκ/π») είναι οι ίδιοι με τους 

Γι, γ 2 ,.. ·, τ, (πιοιίττι), με διαφορετική διάταξη. Αρα 

(αΓ,)(αΓ 2 )...(αΓ^,η)) ξ γ,γ 2 ...Γ φ(τη) (Γ7ΐ/κί7π) ή 
α? (τη) Γ)7· 2 ... Γ^,π) = ΓιΓ 2 ... Γ φ(τΛ )(τηΛίτη) ή 

= 1(Γ7κκ//7ί), αφού{τη,Γί) = 1 για κάθε ί. 
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Σχόλιο 

Για δύο σχετικά τρωτούς ακεραίους α, τη το φ(ηι) δεν είναι απαραίτητα 
η ελάχιστη δύναμη με την ιδιότητα: α* (τη) = 1(ηι<κθη). Η ελάχιστη αυτή 
δύναμη ε λέγεται εκθέτης του α ως προς τηοάπι. 

Πόρισμα 2.4.3 

Αν ρ πρώτος και α ακέραιος με (ρ, α) = δ > 1, τότε 

α ρ = α(ηιοίίρ). 


Απόδειξη. 

Αν (ρ,α) = 1, τότε από το θεώρημα ΡεπηΛΙ α ρ-1 = Ι(πιο<έρ), άρα 
α ρ = α{τηο(1ρ). Αν (ρ, α) > 1 τότε ρ | α, άρα α ρ = α = 0(ηκκ/ρ). 

Τα θεωρήματα Ρεπη&ί και ΕυΙετ αποτελούν ένα από τα πιο όμορφα απο¬ 
τελέσματα της θεωρίας των Αριθμών, λόγω της καθολικότητάς τους, 
δηλαδή της εφαρμογής τους στο σύνολο των φυσικών αριθμών. 

Ένα πραγματικά “ξεχασμένο” θεώρημα είναι το θεώρημα Ι,ιιοββ, που εί¬ 
ναι το πραγματικό αντίστροφο του θεωρήματος του Ρογπι&Ι: 


Θεώρημα 2.4.4 (ίιιο&δ) 

Αν ρ | α* - 1 για ι = ρ - 1, αλλά όχι για χ < ρ - 1, τότε ο ρ είναι 
πρώτος. 
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Εφαρμογές 2.4 


1. Ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του 2 1,0 °; 

Λύση. 

Από το θεώρημα Ροπηίΐΐ έχουμε 2 4 = Ι(^κχίό). άρα 2 4ϋ0 = 1(οιο</5) 
κι επειδή ο αριθμός 2 400 είναι άρτιος, καταλήγουμε ότι 
2 »οο Ξ 6(ηκκ/10), δηλαδή το ζητούμενο ψηφίο είναι το 0. 

2. Βρείτε τα δύο τελευταία ψηφία του αριθμού 3 4(Μ . 

Λύση. 

Λπό το θεώρημα Εαίοε γνωρίζουμε ότι 

3 20 = 1(τηοίϊ25), 

αφού φ(25)=20. Επιπλέον 3* = 1(τ/κκΜ). άρα 

3*° = 1(/π<κΜ) 

και αφού (4,25) = 1 καταλήγουμε ότι 

3** = 1(οι<κ/1()0) ή 
3* 00 = 1(οι<χ/100). 

Επομένως τα δύο τελευταία ψηφία του 3 4υϋ είναι 01. 

3. Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 41 75 διά του 3. 

Λύση. 

Επειδή (41,3) = 1. από το θεώρημα Ρυπιιπΐ έχουμε ότι 


41 2 

= 1(;π<κ/3) 

ή 

41 74 

= 1 (ϊπικ/3) 

ή 

41 75 

= 41(ηι<χί3) 

ή 

41 75 

Ξ 2(γ;ιικ/3), 



Άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης του 41 75 δια του 3 είναι υ=2. 
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4. Αν α και μ είναι δύο φυσικοί αριθμοί με (α,μ) = (α - Ι,μ) = 1, 
να αποδειχθεί ότι 1 4- α -I- α 2 + ... + α* μ)_Ι = Ο(τηαίμ). 

Απόδειξη. 

Από το Θεώρημα Ευΐβτ έχουμε 

α ν(μ) = \{ττιο(1μ) ή 

α >?(μ) - ι = 0(/οο(/μ) ή 

(α — 1)(α ν<υ · _1 + ... + οί 1 + α + 1) = 0(?7ϊοό!μ). 

Αφού (ατ - Ι,μ) = 1 είναι προφανές ότι α - 1 £ 0(ζ ηοόμ) και 

ζ* μ)_ι + ... + α 2 + α + 1 ξ 0(?η<κ*μ). 

5. Να αποδειχθεί ότι για κάθε τυχαίο φυσικό ν ισχύει 30 | (ν* - ν) 
και 42 | (ν 7 - ν). 

Απόδειξη. 

Ο φυσικός ν 5 - ν γράφεται 

ν 5 - ν = ν(ν 4 - 1) = ν(ν - 1)(ν + 1)(ν 2 - 1) 
και 0 | [ν(ν - 1)(ν + 1)]. 

Επιπλέον από το θεώρημα Ρθγιπ&Ι ο πρώτος αριθμός 5 διαιρεί τέ¬ 
λεια τον ν 5 — ν. 

Αφού (5,6)=1, είναι φανερό ότι 30 | (ν 5 — ν). 

Ο φ'χηκός ν 7 — ν γράφεται 

ν 7 -ν=ν(ν'-1)=ν(ν 1 -1)(ν 3 +1) ή 

ν' - ν = ν(ν + 1)(ν — Ι^ν 2 + ν 4- 1)(ν^ - ν + 1) 

όπου 6 | [ν(ν - 1)(ν + 1)] και από το Θεώρημα Ρβπηβΐ, ο πρώτος 
αριθμός 7 διαιρεί τέλεια τον ν 7 - ν. 

Αφού (6.7)=1, είναι προφανές ότι 42 | (ν 7 - ν). 



θεωρία των Αριθμώ ν 


109 


Ασκήσεις 2.4 

Α’ Ομάδα 

1. Αν ν ένας περιττός φυσικός και χ > 1 να αποδειχθεί ότι 

ν 2 " = 1(;η<κ/2 χ+2 ). 

2. Έστω τρεις φυσικοί ν, μ και 6 και ένας πρώτος αριθμός ρ τέτοιος 
ώστε ν* = {(ιηυάρΡ). 

Να αποδειχθεί ότι = 1 (σιοφ^'). 

3. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο ν, 

(α) Το 3 διαιρεί τον ν 3 - ν, 

(β) Το 5 διαιρεί τον ν 5 - ν, 

(γ) Το 7 διαιρεί τον ν' - ν, 

(δ) Το 11 διαιρεί τον ν" — ν, 

(ε) Το 13 διαιρεί τον ν 13 - ν. 

4. Να αποδείξετε ότι για κάθε ζεύγος φυσικών αριθμών (μ, ν) ο αριθ¬ 
μός μν(μ 60 — ν 60 ) διαιρείται με το 56786730. 

(Υπόδειξη: 56786730 = 2 ■ 3 · 5 · 7 · 11 * 13 - 31 · 61) 

5. Να αποδείξετε ότι 91 | (ν 37 - ν) για κάθε φυσικό ν. 

Β’ Οαάδα 
% 

6. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των ακεραίων της μορφής 2* - 3, 
όπου χ = 2,3.4,... περιέχει ένα υποσύνολο με άπειρα στοιχεία 
τέτοιο ώστε κάθε δύο στοιχεία του να είναι πρώτοι μεταξύ τους. 
(13η ΔΜΟ, 1971, Τσεχοσλοβακία) 

7. Αν ρ φ (] δύο περιττοί πρώτοι, να αποδείξετε ότι 

ρϊ-> +< 7 Ρ ~ Ι = 1 (τικχΐρίΐ). 

8. Να αποδείξετε ότι α^ + β ν< ·* ] = \(η\οόαβ), όπου α, β ακέραιοι 

με (α,β) = 1. 
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9. Αν (α,β) = 1 για κάποιον ακέραιο α, να αποδείξετε ότι 

α 2 = 1(τ/κχϊ24), 

10. Αν ν > 1 περιττός, να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

2 ν! - 1 
ν 

είναι ακέραιος. 
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2.5 Το Θεώρημα λΥίΙδοιι 

Το ακόλουθο αποτέλεσμα αποτελεί ένα από τα λίγα καθολικά κριτήρια 
πρώτων αριθμών, το οποίο ωστόσο είναι ιδιαίτερα δύσχρηστο λόγω των 
μεγάλων αριθμών που προκύπτουν. 

Θεώρημα 2.5.1 (\\ Γ ίΐ8οη) 

0 φυσικός ρ > 2 είναι πρώτος αν και μόνο αν 

(ρ - 1)! = -\(η)θ(Ιρ). 


Απόδειξη. 

Αν ο αριθμός ρ είναι πρώτος γνωρίζουμε ότι οι αριθμοί 2, 3, ... ,ρ — 2 
αποτελούν ζεύγη αντιστρόφων τιΐίχΐρ, οπότε 

2 · 3 ·... (ρ - 2) = 1 (νιοάρ). 

Έτσι [ρ - 1)! = 2 · 3 ■... - (ρ - 2)(ρ - 1) = -1(σ»ικ1ρ). 

Αντίστροφα, έστω ότι (ρ - 1)! = — 1 (τηοάρ) και ο ρ είναι σύνθετος. 

Ο ρ δεν μπορεί να είναι ίσος με 4, αφού (4 — 1)! = 6 φ. — 1(;ηικ/4). 
Έστω ρ > 4. Τότε, αφού ρ=σύνθετος, ρ = αβ για κάποιους α,β με 
1 < α,/3 < ρ. Οι α,β θα εμφανίζονται ως όροι στο παραγοντικό (ρ — 1)!, 
οπότε (ρ - 1)! = ΰ(ιηιχΐρ), εκτός αν ο ρ είναι τετράγωνο πρώτου, δηλαδή 
ρ = </ 2 , η πρώτος. Αλλά και σε αυτή την περίπτωση (ρ - 1)! = 0(ιηο</ρ), 
αφού ο 2η εμφανίζεται στο γινόμενο, άτοπο. Αρα ο ρ είναι πρώτος. 
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Ασκήσεις 2.5 

Α’ Ομάδα 

1- Αν ο ρ είναι ένας περιττός πρώτος, να αποδείξετε ότι 

2 (ρ- 3)! = - 1(»ιοφ), 


2. Αν ο μ είναι ένας πρώτος της μορφής μ = 1(τποί/4) να αποδείξετε 
ότι 

[(^ 2 ~)·] = — 1 (τηο(ίρ). 


3. Αν ο ρ είναι ένας πρώτος της μορφής ρ = 3(πιο44) να αποδείξετε 
ότι 

[(^ 2 ~) ! ] Ξ 1 (τηοάρ). 


Β’ Ομάδα 

4. Έστω ρ > 2 ένας πρώτος αριθμός και έστω (α^α*.α ρ ) και 

(βι,βί, ■ ·- -βρ) δύο μεταθέσεις των αριθμών (0, 1,2, - ρ - 1). Για 

κάθε > = 1,2,. . Μ ρ ορίζουμε γ, το υπόλοιπο της διαίρεσης α,β, με 
το ρ. Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί (ή, γ 2> ..., γ ρ ) δεν αποτελούν 
μία μετάθεση των αριθμών (0,1,2,..., ρ - 1). 

5. Να βρείτε όλους τους φυσικούς ν > 1 για τους οποίους το σύνολο 
{1!,2!,..., ν!} είναι ισότιμο με το {0.1,2,.ν - ΐ}τη<κ/ι*/ο ν. 
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2.6 Εφαρμογές των Ισοτιμιών 

2.0.1 Κριτήρια Διαιρετότητας 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε μερικά κριτήρια διαιρετότητας, δη¬ 
λαδή τρόπους με τους οποίους μπορούμε να βρούμε εύκολα αν ένας 
αριθμός διαιρείται με ένα φυσικό. Λς δούμε πώς μπορούμε να κατα¬ 
σκευάσουμε κριτήρια διαιρετότητας για οποιονδήποτε διαιρέτη. 

Ας εξετάσουμε για παράδειγμα την περίπτωση διαίρεσης με το 7. Ας 
θεωρήσουμε τη γραφή του αριθμού .V, στο δεκαδικό σύστημα αρίθμη¬ 
σης: 

Ν = α* · 10 ν ■+· α ν -ι · 10 ν 1 + ... + α 2 · ΙΟ 2 + α; · 10 4- αο 

όπου ατ ν , α ν -ι*_«ο είναι τα ψηφία του αριθμού Ν. 

θέλουμε να εξετάσουμε αν Λί = 0{τηοά7) ή όχι. Παρατηρούμε ότι 

10° = 1(/ηο(/7) 

10 1 = 3(;η<κΓ7) 

ΙΟ 2 = 2(»ιο</7) 

ΙΟ 3 = 6(τπο(/7) 

10 4 = 4(τ7ΐο</7) 

10 15, = 5(τ/ιο<ίΤ) 

10 6 = 1(τ/κκί7) 

δηλαδή όλα τα υπόλοιπα επαναλαμβάνονται περιοδικά με περίοδο 6. 
Στην περίπτωσή μας κάτι τέτοιο εξασφαλίζεται από το θεώρημα του Ρβε- 
ιπλΙ, αφού ο 7 είναι πρώτος συνεπώς ΙΟ 6 = 1(τηο<ΐ7). 

Για παράδειγμα, αν ο Λ τ είναι επταψήφιος 

Ν = 

τότε Λ Τ = 1 · α« 4- 5 · α .5 + 4 · αμ + 6 · α;ι + 2 · α 2 + 3 · α! + α 0 (ιηυί17). 

Το άθροισμα του δεύτερου μέλους είναι μικρότερο του Ν οπότε είναι 
ευκολότερο να ελεγχθεί αν είναι πολλαπλάσιο του 7 ή όχι από ό,τι ο .\ Γ . 

Το κριτήριο αυτό γίνεται πιο εύχρηστο αν παρατηρήσουμε ότι 

ΙΟ 3 Ξ 6 Ξ — 1(;ηίκ/7) 

10* = 4 = -3(;ν<χ/7) 

ΙΟ 5 = 5 = -2(;π«/7), 
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οπότε το κριτήριο διαιρετότητας μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 

“Χωρίζουμε τα ψηφία του αριθμού Ν σε εξάδες από δεξιά προς τα αρι¬ 
στερά. Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε τον τελευταίο (προς τα δεξιά) 
αριθμό κάθε εξάδας με το 1, τον προτελευταίο με το 3, τον επόμενο με 
2 και τους υπόλοιπους τρεις με —1. —3. -2 αντίστοιχα. Προσθέτουμε 
τα γινόμενα. Ο αριθμός Λ' διαιρείται με τον 7 αν και μόνο αν το σχημα- 
τιζόμενο άθροισμα διαιρείται με το 7". 

Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να βρούμε κριτήρια διαιρετότητας για 
οποιονδήποτε διαιρέτη. 

2.6.2 Η ημέρα της εβδομάδας 

() Ιούλιος Καίσαρας, προσαρμόζοντας το Αιγυπτιακό ημερολόγιο, δη¬ 
μιούργησε το 45 π.Χ. το ημερολόγιο με τους 12 μήνες και τις 365 ημέρες 
που γνωρίζουμε, το Ιουλιανό Ημερολόγιο, δίνοντας μάλιστα το όνομά 
του σε ένα μήνα. 

Επειδή γνώριζαν ότι ένας χρόνος έχει περίπου 365} ημέρες, καθιερώθηκε 
επίσης το δίσεκτο έτος με μία επιπλέον ημέρα κάθε τέσσερα χρόνια. 
Παρ' όλα αυτά, οι αστρονόμοι αργότερα διαπίστωσαν ότι η διάρκεια ενός 
έτους είναι περίπου 365,2422 ημέρες, δηλαδή λίγο λιγότερο από το 365} 
του Ιουλιανυύ ημερολογίου. Αυτό έχει σαν συνέπεια κάθε 400 χρόνια να 
χρειάζεται να προσθέσουμε μόνο 97 δίσεκτα έτη και όχι 100. Ο πάπας 
I ρηγόριος ο 13ος, το 1582, για να διορθώσει αυτή την ατέλεια, καθιέ¬ 
ρωσε το Γρηγοριανό Ημερολόγιο, σύμφωνα με το οποίο ένα έτος είναι 
δίσεκτο αν διαιρείται με το 4, εκτός από τα έτη των αιώνων (δηλαδή αυτά 
που διαιρούνται με το 100) τα οποία είναι δίσεκτα μόνο αν διαιρούνται 
με 400. Έτσι εξασφαλίζονται 97 δίσεκτα έτη κάθε 400 χρόνια. Επίσης 
για να διορθωθεί αυτή η παράλειψη από την εποχή του Ιούλιου Καίσαρα 
προστέθηκαν 10 ημέρες, δηλαδή η 5 Οκτωβρίου 1582 μετονομάσθηκε σε 
15 Οκτωβρίου 1582. 

I ο Γρηγοριανό ημερολόγιο είναι αυτό που χρησιμοποιείται σήμερα στις 
περισσότερες χώρες του Δυτικού κόσμου, ωστόσο η αλλαγή αυτή δεν 
έγινε παντού το 1582. Στη Βρετανία (και στις τωρινές ΗΠΑ οι οποίες δεν 
είχαν ανεξαρτητοποιηθεί ακόμη) το ημερολόγιο άλλαξε το 1752, οπότε 
χρειάστηκαν να προστεθούν 11 ημέρες, στην Ιαπωνία το 1873. στη Σο¬ 
βιετική Ένωση το 1917, ενώ στην Ελλάδα το 1923, οπότε προστέθηκαν 



θεωρία των Αριθμών 


115 


13 ημέρες, αφού τα έτη 1700, 1800, 1900 Λεν είναι δίσεκτα σύμφωνα με 
το νέο ημερολόγιο. 

Ας προσπαθήσουμε να βρούμε ένα τύπο που να μας δίνει τη ημέρα της 
εβδομάδας για οποιαδήποτε ημέρα του Γρηγοριανού Ημερολογίου. Επειδή 
οι ημέρες επεναλαμβάνονται κάθε επτά, είναι φανερό ότι πρέπει να χρη¬ 
σιμοποιήσουμε ηκχΐιιΐο 7. 

Λς συμβολίσουμε τις ημέρες με τους αριθμούς 0 έως 6 αρχίζοντας από 
την Κυριακή = 0 έως Σάββατο = 6. Επίσης, έστω Η η ημέρα. Μ ο μή¬ 
νας, Α ο αιώνας και Ε το έτος του αιώνα της ζητούμενης ημερομηνίας. 
Για παράδειγμα για την 1η Ιανουάριου 1999 έχουμε Η=1, Μ=1, Α=19, 
Ε=99. 

Επειδή η δίσεκτη ημέρα προστίθεται στις 29 Φεβρουάριου, ας προσπαθή¬ 
σουμε να βρούμε ένα τύπο για την 1η Μαρτίου οποιουδήποτε έτους ε, 
την οποία ας συμβολίσουμε με τ { . Αν δεν υπήρχαν δίσεκτα έτη, επειδή 
365 = 1(/οο</7) η 1η Μαρτίου θα μετατοπιζόταν μία ημέρα κάθε χρόνο, 
δηλαδή 

χ { = Χ 4 + (ε - <ί)(πι<κ/7) 

όπου τ ά είναι η ημέρα της 1ης Μαρτίου του έτους </. η οποία χρησιμο¬ 
ποιείται ως ηιέρα αναφοράς και είναι γνωστή π.χ. από ένα ημερολόγιο. 
Για παράδειγμα, μπορούμε να θέσουμε «7 = 1600, = 3, αφού η 1η 

Μαρτίου 1600 ήταν Τετάρτη. 

Έτσι έχουμε: 

χ ί = 3 + (ε - 1600)(»ηο<ί7) ή 

χ, = 3 + {100Α -1- Ε - 1600)(γπο<77). 

Αν υποθέσουμε ότι τα δίσεκτα έτη επαναλαμβάνονται περιοδικά κάθε 4 
χρόνια, Οα πρέπει να προσθέσουμε 

- (100.4 + Ε - 1600)1 = 25Α - 400 + [γ£ 

όπου η αγκύλη συμβολίζει το ακέραιο μέρος. 

Αυτό έχει ως αποτέλεσμα την άυζηση του χ ( κατά 1 κάθε φορά που 
συναντάμε ένα δίσεκτο έτος. Από αυτά τα “δίσεκτα” έτη θα πρέπει να 
αφαιρέσουμε τα έτη των αιώνων τα οποία δεν είναι πάντα δίσεκτα και τα 
οποία είναι Α - 16 στο πλήθος και στη συνέχεια να προσθέσουμε 

\(Α - 16)] = [λή - 4 
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για όσα έτη αιώνων είναι πράγματι δίσεκτα. Έτσι καταλήγουμε στον 
εξής τύπο για την ημέρα της 1ης Μαρτίου οποιουδήποτε έτους ε = 
100.4 + Ε του Γρηγοριανού Ημερολογίου: 



3+(100Α+£-1600)+25Α-400+ 



-(.4 — 16)+ 



—4(γτιοι/7) 




= 3 — 2Α + Ε + 

ί 1 λ) 

-Α 

+ 

[ΐ*1 


14 


[4 


(ηιοίΠ). 


Τέλος, αρκεί να υπολογίσουμε πόσες ημέρες μετά την 1η Μαρτίου έχουμε 
μία τυχαία ημερομηνία. 


Επειδή ο Μάρτιος έχει 31 = 3(ττιοί/7) Ημέρες, θα πρέπει να προσθέσουμε 
3 ημέρες για να πάρουμε την ημέρα της 1ης Απριλίου αν γνωρίζουμε την 
1η Μαρτίου, 5 μέρες (αφού ο Απρίλιος έχει 30 μέρες) για την 1η Μαϊου 
κ.λπ., καταλήγοντας στον παρακάτω πίνακα: 


Μάρτιος 

0 

Σεπτέμβριος 

16 

Απρίλιος 

3 

Οκτώβριος 

18 

Μάιος 

5 

Νοέμβριος 

21 

Ιούνιος 

δ 

Δεκέμβριος 

23 

Ιούλιος 

10 

Ιανουάριος 

26 

Αύγουστος 

13 

Φεβρο>Αριος 

29 


Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί αυτοί δεν αποτελούν αριθμητική πρόοδο, 
όμως αυξάνονται περίπου κατά 2,6 κάθε μήνα. Αν δοκιμάσουμε τον 
τύπο [2,6(Μ - 3)] -αφού ο Μάρτιος είναι ο τρίτος μήνας διαπιστώνουμε 
ότι δε δίνει όλες τις σωστές τιμές. Με τη μικρή διόρθωση 


(2,6 (Λ / — 3) + 0.4] = 


Γ 4 (13Λ/ - 37) 
5 


παίρνουμε τις σωστές τιμές και για τους 12 μήνες. 

Έχοντας βρει την ημέρα της 1ης του μηνός που ενδιαφερόμαστε, αρκεί 
να προσθέσουμε τον αριθμό της μέρας που θέλουμε. Η ζητούμενη μέρα 
της εβδομάδας δίνεται λοιπόν από τον τύπο: 


3 - 2Α + Ε + 


Μ 


+ 


ιϊ® 


+ [4(13Α-/ - 37) 
.0 


+ Η(τηοάΐ) 
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ή \-α] + \-ε\ + *(13Λ/ - 37)1 - 2.4 + £ + // + 3 (τη<χΠ) 

, 4 ,4 Ιο 

Για παράδειγμα για την 1η Ιανουάριου 1999 έχουμε: 

- · 191 + 1- - 9θ1 -+ [4(13 - 1 - 37)1 -2-19 + 99 +1 + 3 = 89 = 5(τίΐθί/7). 
.4 1 14 15 

Άρα η ημέρα αυτή είναι Παρασκευή. 
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Εφαρμογές 2.0 


1. Να εξετάσετε αν ο αριθμός 12315678905 διαιρείται με το 7. 
Λύση. 

Χωρίζουμε τον αριθμό σε εξάδες 

1 23 4 5 6 7 8905 

-3 -1 2 3 1 -1 -3 -1 2 3 1 

Το άθροισμα των γινομένων είναι: 

1(— 3) + 2(- 1) + 3 · 2 V 4 · 3 + 5 ■ 1 + 6(-2) + 7{-3) + 8(-1)+ 

+9 · 2 + 0 · 3 + 5 · 1 = 0, το οποίο διαιρείται με το 7. 

Έτσι ο αρχικός αριθμός διαιρείται με το 7. 

2. Να βρείτε κριτήρια διαιρετότητας για το 9. 

Λύση. 

Έχουμε 

10° = 1 (ιηοάΟ) 

10* = 1(πι<κί9) 

ΙΟ 2 ξ 1(πιοώ9) 


δηλαδή οι συντελεστές του κριτηρίου διαιρετότητας είναι όλοι 1. 
Το κριτήριο λοιπόν για διαίρεση με το 9 είναι να πολλαπλασιάσουμε 
κάθε ψηφίο του αριθμού με το 1, να προσθέσουμε τα αποτελέσματα 
και να εξετάσουμε αν ο σχηματιζόμενος αριθμός διαιρείται με το 9. 
Αυτό είναι ακριβώς το κριτήριο που είδαμε στο Ιο Κεφάλαιο. 
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Γενικές Ασκήσεις *2ου Κεφαλαίου 

1. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός ν 2 + 3ν + 5 δεν διαιρείται με το 121 
για κάθε τιμή του ν. 

2. Για κάθε φυσικό χ > 0 θεωρούμε την ακολουθία 

. 4 ,= 

όπου το πλήθος των τετραγωνικών ριζών είναι ν. Αν είναι γνω¬ 
στό ότι η ακολουθία Α ν τείνει σε κάποιο όριο καθώς ν —» οο, να 
βρείτε για ποιες τιμές του χ το όριο αυτό είναι ακέραιος. Επίσης 
να αποδείξετε ότι αν ο χ είναι περιττός τότε το όριο αυτό είναι 
άρρητος. 

3. Να λυθεί η εξίσωση 2* - 3 ν = 7, όπου χ , ν ακέραιοι με χ, γ > 1. 

4. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι φυσικοί οι οποίοι δε μπορούν 
να γραφούν ως άθροισμα λιγότερων από δέκα τετραγώνων περιττών 
φυσικών. 

δ. Έστω α/β ένα κλάσμα με α,β φυσικούς, β > 2, (α,β) = 1 και 
(β,3) = 1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει κλάσμα της μορφής 

ν 

3* - 1 

όπου ν, χ φυσικοί, το οποίο να είναι ίσο με το αρχικό. 

6. Ο Διεθνής Τυποποιημένος Αριθμός Βιβλίου Ι8ΒΝ (ΙηΙθτη&ΐΐοη&Ι 
8ΐιιιΐ(1αΓ(1 Βοολ Νυιιιίκτ) είναι ένας δεκαψήφιος αριθμός που ανα¬ 
γράφεται στα περισσότερα βιβλία και περιέχει πληροφορίες για την 
προέλευση του βιβλίου (τα πρώτα 1-3 ψηφία φανερώνουν τη χώρα 
ή τη γεωγραφική περιοχή που τυπώθηκε το βιβλίο, τα επόμενα 2-5 
τον εκδότη και τα επόμενα ως το ένατο, έναν αριθμό που δίνει ο 
εκδότης στο βιβλίο). 

Το τελευταίο ψηφίο καλείται ψηφίο ελέγχου και ^ελέγχει” την ορ¬ 
θότητα των πρώτων εννέα αριθμών. 
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Αν τα ψηφία του Ι$ΒΝ ενός βιβλίου είναι α, 0 . α 9 , α«,...,τότε το 
ψηφίο ελέγχου επιλέγεται έτσι ώστε 

ιο 

κα χ = 0(ιηοό\1). 

χ= I 

(Στην περίπτωση που το τελευταίο “ψηφίο” του Ι8ΒΝ είναι το 
γράμμα α Χ” τότε αυτό σημαίνει ότι οη = 10). 

(ΐ) Να επαληθεύσετε ότι οι παρακάτω Ι3ΒΝ είναι σωστοί: 

9600606161, 185326086Χ. 

(ίϊ)Να αποδείξετε ότι το ψηφίο ελέγχου θα “πιάσει” ένα λάθος στην 
περίπτωση που 

(α) κατά λάθος αλλάξαμε ένα ψηφίο του αριθμού, 

(β) αντιστρέψαμε τη σειρά δύο γειτονικών ψηφίων 
(π.χ. 67 αντί 76). 

7. Έστω α > 3 ένας περιττός φυσικός. Να αποδείξετε ότι για κάθε 
φυσικό ν > 1 ο αριθμός α 2 ’ - 1 έχει τουλάχιστον ν + 1 διαφορε¬ 
τικούς πρώτους παράγοντες. 

8. Αν οι χ, ι/ είναι ρητοί τέτοιοι ώστε 


εφκχ = μ 


να αποδείξετε ότι χ = * όπου κ ακέραιος με κ = 2(ηιοι14). 

9. Θεωρούμε τον αριθμό 44 4 4 4444 γραμμένο στο δεκαδικό σύστημα 
και έστω Α το άθροισμα των ψηφίων του. Έστω Β το άθροισμα 
των ψηφίων του Α. Να βρείτε το άθροισμα των ψηφίων του Β. 
(17η ΔΜΟ, 1975 Βουλγαρία). 

10. Να βρείτε κριτήρια διαιρετότητας για διαίρεση με τους αριθμούς 
11, 13, 1000. 

11. Να αποδείξετε ότι ρ | (α ρ 4- (ρ - 1)!α) όπου ρ περιττός πρώτος και 
α ακέραιος με (α,ρ) = 1. 
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12. Λν ο αριθμός ρ είναι πρώτος να αποδείξετε ότι = 2(/ηί*1ρ). 

13. Έστω μ ένας πρώτος αριθμός και α, ν τέτοιοι ώστε 

2" + 3 Ρ = α ν . 


Να αποδείξετε ότι ν = 1. 

14. Αν α, β ακέραιοι και ρ περιττός πρώτος τέτοιος ώστε 

α ρ = βΡ(ιηοάμ), 

να αποδείξετε ότι 

α ρ = (?{τηοάρ 7 ). 



Κεφάλαιο 3 


Ισοτιμίες Ανώτερου Βαθμού 


Εισαγωγή 

Μία ατό τις σύγχρονες κατευθύνσεις της έρευνας στη Θεωρία των Αριθ¬ 
μών είναι η σύνδεση των γραμμικών μορφών-που μελετήσαμε στα προη¬ 
γούμενα κεφάλαια, όπως με τη γραμμική ισοτιμία-με μορφές ανώτερης 
τάξης. Το πρώτο βήμα στην κατεύθυνση αυτή είναι η προσπάθεια επίλυ¬ 
σης ισοτιμιών ανώτερης τάξης. Αναζητούμε δηλαδή τις ακέραιες λύσεις 
της ισοτιμίας /(χ) = 0(πίο<ίν), όπου /(χ) είναι ένα πολυώνυμο με ακέ¬ 
ραιους συντελεστές. 

Ας μελετήσουμε πρώτα την απλούστερη ισοτιμία δεύτερου βαθμού: 
χ 2 = α(πκκ/ρ), όπου ρ πρώτος αριθμός. 

3.1 Τετραγωνικά Κατάλοιπα 

Καταρχήν παρατηρούμε ότι η ισοτιμία χ 2 = α(πιοάρ), όπου ρ πρώτος, 
δεν έχει πάντοτε λύσεις. Για παράδειγμα, έχουμε δει ότι το τετράγωνο 
οποιουδήποτε ακεραίου είναι 0 ή 1 ιηοάηΐο 3. Έτσι η ισοτιμία 
χ 2 = 2(ηιο<13) δεν έχει λύσεις στους ακεραίους. 

Επίσης η περίπτωση ρ = 2 είναι αρκετά απλή. Γνωρίζουμε ότι το χ 2 
είναι περιττός ή άρτιος αν και μόνο αν το χ είναι περιττός ή άρτιος αντί¬ 
στοιχα. Έτσι η εξίσωση χ 2 = 0(7 Ν<χ/ 2) έχει λύση όλους τους άρτιους, 
ενώ η χ 2 = 1(τ«ικΙ2) τους περιττούς. 

Ας εξετάσουμε την περίπτωση ρ > 2. Το πλήθος των λύσεων μίας 
τέτοιας ισοτιμίας προσδιορίζεται από το ακόλουθο θεώρημα. 
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Θεώρημα 3.1.1 

Αν ρ > 2, (α,ρ) = 1 και η ισοτιμία χ 2 = α{ιηοιΙρ) έχει λύσεις,τότε 6α 
έχει ακριβώς δύο λύσεις (τηοάρ). 

Απόδειξη. 

Έστω χ, μία λύση της ισοτιμίας. Τότε προφανώς η -X! είναι επί¬ 
σης λύση, αφού επαληθεύει την ισοτιμία. Επιπλέον, η -χ, είναι διαφο¬ 
ρετική λύση από την Χ|(τη οάρ), αφού αν ήταν χ, = -χ,(τ ηοΗρ) τότε 
2χ, = Ο(τηικίμ) ή ρ | χ, (αφού ρ > 2 ) άρα ρ | χ 2 δηλαδή χ] = 0(τπο<έ/>), 
άτοπο, αφού (α,ρ) = 1, δηλαδή α £ 0(τ7?οί/μ). Θα αποδείξουμε ότι δεν 
υπάρχουν άλλες λύσεις ( τηοάρ ). 

Έστω χ 2 μία άλλη λύση της ισοτιμίας. Τότε χ] = χ\ =. α{ηιο<Ιρ) οπότε 
Χ? - Ξ 0(τη<κψ) ή ρ | (χ, - χ 2 )(χ, + χ 2 ). 

Επομένως, αφού ο ρ είναι πρώτος, είτε ρ | (χ, - χ 2 ). είτε ρ | (χ! + χ 2 ). 
'Λρα: χ 2 = ι λ (ιηοάρ) ή χ 2 = -Χ| (ηιοάρ), δηλαδή, οποιαδήποτε λύση θα 
είναι ισότιμη με μία από τις Χ\ % -χ\(νχοάρ). 

Ορισμός 

Αν η ισοτιμία χ 2 = α (τηοόρ), (α,ρ) = 1 έχει λύση, τότε ο αριθμός α 
καλείται τετραγωνικό κατάλοιπο ιηοάηΐο ρ, διαφορετικά καλείται μη- 
τετραγωνικό κατάλοιπο νιοάηΐο ρ. 

Παράδειγμα 

Να υπολογισθούν τα τετραγωνικά και μη-τετραγωνικά κατάλοιπα του 
αριθμού 11. 

Λύση 

Οι αριθμοί 1, 3, 4, 5, 9 είναι τετραγωνικά κατάλοιπα ;η<κί 11, αφού 

I 2 = 1(?τκκϋ1) 

2 2 =4(7«οιϋ1) 

3 2 = 9(τηοά\ 1) 

4 2 = 5(σκκϋ 1) 

5 2 = 3(τπο<ί11) 

ενώ οι αριθμοί 2, 6, 7, 8, 10 είναι μη-τετραγωνικά κατάλοιπα ηιοά 11. 
Πράγματι, για τις τιμές αυτές του α δεν υπάρχουν ακέραιες τιμές του χ 
ώστε χ 2 = α(τοο<ί11),αφού αν 


• χ = 1 ή ΙΟ(πϊθίίΙΙ), τότε χ 2 = 1(τηο</11) 
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• χ = 2 ή 9(τ7Μκί11), τότε χ 2 = 4 (γ?κχ/11) 

• χ = 3 ή 8(οκκί11), τότε χ 2 = 9 (γποι/11) 

• χ ξ 4 ή 7(τηο<1\\), τότε χ 2 = 5(/ποίί11) 

• χ = 5 ή 6(τ7ΐοίί11), τότε χ 2 = 3(τ/ιοί/11 )- 

Γενικότερα για το πλήθος των τετραγωνικών καταλοίπων έχουμε το ακό¬ 
λουθο Θεώρημα: 

Θεώρημα 3.1.2 

Έστω ρ ένας πρώτος, ρ > 2. Στο σύνολο {1,2,...,ρ— 1} υπάρχουν 
ακριβώς (ρ — 1)/2 τετραγωνικά κατάλοιπα και (ρ - 1)/2 μη-τετραγωνικά 

κατάλοιπα νιοάιιΐο ρ. 

Απόδειξη. 

Χωρίζουμε το Ζ σε κλάσεις ισοτιμιών ιηοιίμ. και Θεωρούμε τη συνάρ¬ 
τηση 

/ : Ζ —* {1,2,...,ρ— 1} 

η οποία απεικονίζει το χ στο ρ ξ χ 2 (τηυιΙρ ), με 1 < ρ < ρ - 1· Είναι 
φανερό ότι στοιχεία της ίδιας κλάσης απεικονίζονται στο ίδιο στοιχείο. 
Ακόμη, σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.1, υπάρχουν ακριβώς δύο διαφορε¬ 
τικές τιμές του χ(ιτι οάρ), άρα και δύο διαφορετικές κλάσεις για τις οποίες 
/(χ) = ι/. Άρα το σύνολο τιμών της / Θα περιέχει ακριβώς στοιχεία, 
τα οποία είναι εξ ορισμού όλα τα τετραγωνικά κατάλοιπα ιηοόηΐυ ρ . 

Ο Ευίβε, το 1755, διατύπωσε το παρακάτω κριτήριο για τετραγωνικά 
κατάλοιπα τηοάχιΐο ρ: 

Θεώρημα 3.1.3 (Κριτήριο ΕιιΙθγ) 

Ο ακέραιος α φ 0 είναι τετραγωνικό κατάλοιπο τηοάρ , όπου ρ πρώτος, 
ρ > 2 και (α, ρ) = 1 αν και μόνο αν 

= 1(7πο</ρ). 


Απόδειξη. 

Έστω ότι το α ή 0 είναι τετραγωνικό κατάλοιπο τηοάχιΐο ρ. Γότε Θα 
υπάρχει ακέραιος Χο τέτοιος ώστε χ§ = α (τηοάρ). Αρα έχουμε χ[| = 

α'τ* {τηοάρ). 
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Από το θεώρημα του ΓοιτιιβΙ (βλέπε § 2.4) έχουμε χ£“ ι = 1(Γη<κ/ρ) οπότε 
= 1 (τηοάρ). 

Έστω ότι το α δεν είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ιηοάηΐο ρ. Για όλους 
τους ακέραιους αριθμούς χ, με 1 < X < ρ - 1 έχουμε χ 2 ^ α (ηιο<1 μ), 
θεωρούμε τους αριθμούς 


1χ ( 2ζ, 3χ,1)χ (ιη<χ{ρ). 


Αυτοί οι αριθμοί είναι διαφορετικοί μεταξύ τους, αφού αν κχ = λχ(ττιοάρ) 
για κάποιος κ, λ, τότε θα είχαμε ρ | (κ - λ)χ, οπότε ρ \ χ ή ρ \ (κ - λ). 

Αρα ρ | κ - λ ,αφού 1 < χ < ρ - 1, δηλαδή κ = λ(τηοάρ), οπότε κ=λ, 
αφού 1 < κ, λ < ρ - 1 . 

Έτσι οι αριθμοί αυτοί θα είναι οι αριθμοί 1 .2,3,..., ρ - 1 με διαφορετική 
διάταξη. Επειδή υποθέτουμε 1 < α < ρ - 1 , θα υπάρχει μοναδικό 
ρ € {1,2,3, ...,ρ - 1} έτσι ώστε χρ = α(7ηοί/ρ). 

Επειδή χ 1 α(τηοάρ) θα έχουμε ρ Φ χ. Αρα μπορούμε να χωρίσουμε 
το σύνολο {1,2, ...,ρ — 1} σε ^ ζεύγη αριθμών ώστε το γινόμενο των 
αριθμών κάθε ζεύγους να είναι ισότιμο με α(τηοάρ). 
Πολλαπλασιάζοντας τα ζεύγη μεταξύ τους προκύπτει ότι: 

(ρ — 1 )! = α*^ - (τηοάρ). 


Από το θεώρημα ννϊΐϋοη, (ρ-1)! = -Ι^ηιχίρ), οπότε α^τ 1 = -Ι(ίοοιίρ). 
Έτσι αποδείξαμε ότι η παράσταση χθ* -1 ^ 2 παίρνει πάντα την τιμή 4-1 ή 
— 1 και μάλιστα την πρώτη αν ο α είναι τετραγωνικό κατάλοιπο (τηοάρ) 
και τη δεύτερη αν ο α δεν είναι τετραγωνικό κατάλοιπο (τηοάρ). 
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Εφαρμογές 3.1 


1. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω αριθμοί είναι τετραγωνικά κατά¬ 
λοιπα: 

(ΐ) Το 3 ως προς ιηοάηίο 11. 

(η) Το 7 ως προς ιηοάηΐο 97. 

(ϋΐ)Το 4 ως προς νχοάχάο 103. 

Λύση. 

(ϊ)Χρησιμοποιώντας το κριτήριο ΕιιΙογ, έχουμε διαδοχικά : 

3^ =3* =27-9 

= 5-9 (τηοά\ 1) 

= 45 (ττκκΠ 1) 

= 1 (πμχΠ 1) 

άρα ο 3 είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ηιοάκίο 11. 

(η) Όμοια, 


7 αμ =? « = 492 4 _ 2401 12 


= (-24) 12 

{ο»ι*ί97) 

= 576 6 

(Γηο</97) 

= (~6) 6 

(πιο<197} 

= (216) 2 

(οι<χ/97) 

= 22 2 

(γπιχ/97) 

= (-ΐ) 

(τηο(ΐ97) 


άρα ο 7 είναι μη-τετραγωνικό κατάλοιπο τηοάηΐο 97. 

(ϊΐΐ)Ο 4 είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ιηοάιιΐο 103, αφού η χ = 2 
είναι λύση της ισοτιμίας χ 2 = 4(ληο<ί103). 

Παρατήρηση 

Το κριτήριο του ΕιιΙογ προσδιορίζει με απλό τρόπο αν ένας αριθ¬ 
μός α είναι τετραγωνικό κατάλοιπο (ιηοάρ) (ρ πρώτος, ρ > 2, 
(α.ρ) = 1), αλλά είναι αρκετά δύσχρηστο, αφού απαιτεί αρκετά 
μεγάλο πλήθος πράξεων της τάξης του 1οβ 2 Ρ γι* μεγάλο ρ . 
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2. Λήμμα του Οα«8$ 

Έστω μ ένας πρώτος, μ > 2 και α ακέραιος με ( α,μ) = 1. 
Θεωρούμε τους αριθμούς : 


α, 2α, 3α,.. 


Ρ- 1 
2 


α (ττιοΗμ). 


Έστω ν το πλήθος των αριθμών που είναι μεγαλύτεροι από 
Να αποδειχθεί ότι ο α είναι τετραγωνικό κατάλοιπο (ιτιοιίμ) αν και 
μόνο αν ο ν είναι άρτιος. 

Απόδειξη. 

Στην απόδειξη του θεωρήματος 3.2.3 είδαμε ότι οι αριθμοί 

α,2α,3α, ...,^-ί-α ( 



είναι όλοι διαφορετικοί μεταξύ τους. 

Έστω Χ|, κ 2 .. χ ν οι ν αριθμοί που είναι μεγαλύτεροι από το ? και 

« * 

λι, Α· 2 , ,...,λ μ οι μ = ^— ν υπόλοιποι αριθμοί που είναι μικρότεροι 
του (Επειδή ρ=περιττός δεν υπάρχει περίπτωση κάποιος αριθμός 
να είναι ίσος με ^). 

Αφού \ < χ, < ρ, θα έχουμε 0 < ρ - κ, < ξ, για κάθε ί . 

Θα αποδείξουμε ότι οι αριθμοί μ — κ, είναι διαφορετικοί ( ιηοάρ) 
από τους λι, λ 2 ,..., λ μ . 

Πράγματι, αν είχαμε ρ - κ, = λ } (ηιο<1 ρ) για κάποιους κ». τότε 
κ, 4- = 0(;/ι<κ/ρ) ή χα + μα ξ 0(οΐίκ/ρ), όπου κ, = χα, = ρα, 

άρα μ | (χ + ρ), αφού (α,ρ)=1. 

Αυτό όμως είναι αδύνατο, αφού 2 < χ + ι/ < ρ - 1. Επιπλέον από 
την αρχική παρατήρηση οι ρ - Χ\,ρ - κ 2 ,... ,ρ - κ ν είναι επίσης 
διαφορετικοί μεταξύ τους. 

Οπότε οι ν + μ = αριθμοί 


ρ - κ>,ρ- κ 2 ,...,ρ- κ„,λ|,λ 2 ,...,λ μ 

είναι μία μετάθεση των αριθμών 1, 2, 3. ..., 

Έτσι 


(Ρ - *ι)(ρ- Χϊ)···(ρ- Χν)λ,λ 2 ···λ Η = (^-—-^.(τηοάρ) ή 
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(-1) ν κ ι κ 2 ···χ ν λ|λ 2 · 



Αλλά 


Χ\Χ? ' ' ' Χ ν λχΑ·2 * · ■ λμ 


= ατ(2οτ)(3α)···( ε ^α) 

=Μ^. 


οπότε έχουμε : 

(-1)^^ (^)! = (^Υ^ηυάμ) ή 

(-1) 2ν α^ = (-1) ν (τιιοάμ) ή 

α^ =(-1 ) ν (πιο(ίρ). 

Από το κριτήριο ΕπΙογ, ο χ είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ( ιηοάρ ) 
αν και μόνο αν ο ν είναι άρτιος. 

3. Να βρείτε τις λύσεις των εξισώσεων : 

(ϊ) χ 2 = 1 (πι<κ/13) 

(ϋ) χ 2 = 3(τηο413) 

(ίίι) χ 2 = 4(;τΐίκί11) 

(ϊν) χ 2 = 3(η«κϋ1) 

Λύση. 

(ί) χ = ±1(οιοί/13) δηλαδή χ = 1 ή 12(τη«ί13) 

(ίΐ) χ = ±4(7η<κ/13) δηλαδή χ = 4 ή 9(τποίΠ3) 

(ίίΐ) χ = ±2(τποίϋ1) δηλαδή χ = 2 ή 9(τ7ϊθίί11) 

(ϊν) χ = ±5(οιοιί11) δηλαδή χ = 5 ή 6(τηο</11) 
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Ασκήσεις 3.1 


1. Βρείτε όλους τους ακεραίους χ που ικανοποιούν την παρακάτω 
ισοτιμία χ 6 = 1(σ?ο<Γ7). 

2. Να βρείτε τα τετραγωνικά κατάλοιπα σκκϋ3, πιοι/19, ιποώ31. 

3. Για κάθε ακέραιο ν, να αποΛειχθεί ότι ο ν 2 +2 Λεν είναι πολλαπλάσιο 
του 7. 
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3.2 Ο Συμβολισμός του Ι^θ§θικ1γο 

Ο Ιιβ@θΐι<ΐΓβ παρατηρώντας ότι αν πολλαπλασιάσουμε δύο αριθμούς που 
είναι τετραγωνικά κατάλοιπα ή μη-τετραγωνικά κατάλοιπα προκύπτει ένα 
τετραγωνικό κατάλοιπο, ενώ το γινόμενο ενός τετραγων.κού καταλοί¬ 
που με ένα μη-τετραγωνικό κατάλοιπο δίνει μη-τετραγωνικό κατάλοιπο, 
προχώρησε στον παρακάτω συμβολισμό, που αποτελεί βασικό εργαλείο 
για τον προσδιορισμό τετραγωνικών καταλοίπων. 

Ορισμός 

Το σύμβολο του Ι,οβοηιίΓο όπου μ πρώτος, μ > 2 και (α,ρ) = 1, 
ορίζεται ως εξής: 

{ +1, αν το α είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ηκχΐρ 
— 1, αν το α είναι μη-τετραγωνικό κατάλοιπο ιτκκίρ 

Χρησιμοποιώντας το κριτήριο του ΕιιΙργ μπορούμε να ορίσουμε ισοδύ¬ 
ναμα το (*) ως εξής : 

) = (ιηοόρ). 

Ιδιότητες 

(ί)Λν α = β(τηοάρ) τότε (|) = (|) 

(Η)(?>-(?)(!> 

(ω)(·τ) = ι 

(»ν)(=*) = (-1)*^ 

(ν)(*> - (-Ι)'τ 1 

Αποδείξεις 

(ϊ),(ίΐ) Αποτελούν άμεση συνέπεια του κριτηρίου ΕυΙιτ και των ιδιοτήτων 
των ισοτιμιών. 

(ϊίί) Άμεση συνέπεια της (ϊΐ). Αλλιώς προκύπτει από τον ορισμό του 
τετραγωνικού καταλοίπου ότι η εξίσωση χ 2 = α 7 (τηοόρ) έχει προφανή 
λύση την χ = α, οπότε το α είναι τετραγωνικό κατάλοιπο (τιιοάρ). 
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(ϊν) Από το Κριτήριο ΕυΙοτ έχουμε ότι 

(γ) = (*φτ) ={Ρ~ ψ (τηο(ίρ) 

= (—1)*^- (τ/ιο^/ρ). 

II ισοτιμία ισχύει ως ισότητα, αφού το δεξί μέλος παίρνει μόνο τις τιμές 
±1. Έτσι (ή ±) = (-Ι)'τ 1 . 

(ν) Σύμφωνα με Λήμμα του αρκεί να υπολογίσουμε πόσοι από 

τους αριθμούς 2, 4, 6, .... ρ - 1 είναι μεγαλύτεροι του * . 

Προσθέτοντας τους αριθμούς έχουμε : 

2 + 4 + 6 + ... + (ρ — 1) =Χι + .- . + χ ν + λ|+... + λμ ή 

(ρ 2 — 1 )/4 =Χι + ... + κ ν + λι + ... + λμ (1) 

(Χρησιμοποιώντας τον ίδιο συμβολισμό με την απόδειξη του Λήμματος 
του 0αιΐ5$). 

Όμως είδαμε ότι οι αριθμοί 

Ρ Χ| (Ρ Χ2ι · · · > Ρ λ) , λ2, · · - > λμ 
είναι μια μετάθεση των 1,2,, (ρ — 1)/2, οπότε 
{ρ ~ Χ|) + ... + (ρ — χ ν ) + λι + ... + Αμ =1+2 + ... + ^τρ· ή 

νρ — (Χ[ + . . . + Χ ν ) + (λ, + , . . + λμ) = ^ 1 (2) 

Από τις (1),(2) έχουμε νρ = £ - 5 - ί +2(χ,+ .. . + χ ν ) άρα νρ = 
οπότε ν = Ε γ^·(πίοί/2} 1 αφού ο ρ είναι περιττός. 

Έτσι(2) = (-1)· = (-1)'+. 

Παρατήρηση 

Οι ιδιότητες (ΐν), (ν) μπορούν να γραφούν με την ακόλουθη “μνημονική” 
μορφή 


/ -1 \ _ ί 1 , αν ρ = 1(πνοίί4) Ί 
\ ρ ) [ -1 , αν ρ=3(ηκχί4) | 

/2\ _ί 1 , αν ρ=±1(»ίΐκϊ8) ) 
\ρ) \ -1 , αν ρ = ±3(σιιχί8) ί 
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Οι προηγούμενες ιδιότητες μαζί με τον νόμο της τετραγωνικής αντι¬ 
στροφής που περιγράφεται παρακάτω βοηθούν να υπολογίσουμε εύκολα 
οποιοδήποτε σύμβολο του 1>€£6 Ικ1γθ και κατά συνέπεια να προσδιορί¬ 
σουμε αν ένας ακέραιος είναι τετραγωνικό κατάλοιπο. 


θεώρημα 3.2.1 (Νόμος τετραγωνικής αντιστροφής του ΙιβςοηάΓβ) 

Αν οι ρ , </ είναι δύο περιττοί πρώτοι τότε 



(-!)■*» *Τ* 


-<-1, αν τουλάχιστον ένας από 1 

τους ρ, η = 1(7πο^4) I 

— Ι,αν και οι δύο ρ, </ ξ 3(»ιο</·1) ^ 


Παρατήρηση 

Επειδή τα σύμβολα του Ε€£οικ1γ(ϊ παίρνουν μόνο τις τιμές +1, -1 το 
να διαιρούμε με είναι το ίδιο με το να πολλαπλασιάζαμε με 
Συνεπώς ο νόμος της τετραγωνικής αντιστροφής γράφεται ισοδύναμα : 
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Εφαρμογές 3.2 

1. Να υπολογισθούν τα σύμβολα του Ι.^ρικΙγθ: (§|) * (ιμ) (γ^) · 
Λύση. 

Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των συμβόλων του 1«£βη(ΐΓ6 έχουμε: 

( ° (*) = (λ) (Μ) 

=<- 1)^00 

“(#) 

-(+*)(») 

=(Α) 

-( 4 ) ( 4 ) 

-<-»** ( 4 ) 

= (-1)(+1)(τ) 

-(-!)(+!) (})=-!· 
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(κμ) -(ΐοίΜπη) 

- «-*! (Ϋ) - *-»> (*) 
= ( 5 ) ·«) 

= ( +1 > (£) (£) 

= (-ΐ)“*“ · (+ΐ) (V) 

- (+ΐ)(+ΐ) (|) — +ι. 


(*) = (ϋ) (Α) (*) (*) 

«(-ΐΛ* (+»(*)(*) 

= (-1)(+1)(-1) Ι1 ^·(Α) 

= (->)' (-1) (V) 
-(!)— 1 · 


2. Βρείτε την τιμή του συμβόλου Ι^ρικΙγρ όπου ο αριθμός ρ > 3 
είναι πρώτος. 

Λύση. 

Εφαρμόζουμε το νόμο της τετραγωνικής αντιστροφής διακρίνοντας 
δύο περιπτώσεις: 
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Αν ρ = 1(τηο<ί4), τότε 


/3Α _ ΐρ\ ί ί|) = -1» αν ρ = 2(σιο</3) 1 
\Ρ/ ν3/ | (!) = 1, αν ρ = 1(τηο</3) | 

Αν ρ = 3(τηο<ί4), τότε 




αν ρ = 2(τηοά3) 
αν ρ = 1 (τηο<ί3) 


Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε 



1, αν ρ = 1 ή 11 
-1, αν ρ = 5 ή 7 


(ηιο<Ι\2) ) 
(τηοά\2) | 


3. Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 3 δεν είναι τετραγωνικό κατάλοιπο 
ιηοάρ, όπου ο ρ > 3 είναι πρώτος αριθμός της μορφιάς 4 Χ + 1 ή 
2 Χ — 1 (αριθμοί Μβηιβηηβ). 

Απόδειξη. 

Αν ρ = 4* + 1, τότε ρ = 1{;η<κ/4)και ρ = 2(σι<κί3), άρα 

-(!)-(!)-■ 

Αν ρ = 2 Χ - 1, (κ > 3), τότε όπως είδαμε και στο Ιο Κεφάλαιο, ο 
αριθμός κ είναι πρώτος. 

Αρα έχουμε 



ρ — 2* — 1 = (-1) χ - 1 = -2 = 1(τποίί3) 
και 

ρ = 2* — 1 = — 1= 3(τηο<^4). 

Επομένως, 

(;)-©"©- 

Και στις δύο περιπτώσεις, ο αριθμός 3 δεν είναι τετραγωνικό κα¬ 
τάλοιπο τηοάρ. 
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4. Να βρείτε όλους τους πρώτους αριθμούς ρ για τους οποίους η ισο¬ 
τιμία χ 2 = 5( τηοόρ) έχει λύση. 

Λύση. 

Για ρ = 2, η ισοτιμία χ 2 = ό{ιηο<Γ2) έχει λύση χ = 1. 

Για μ = 3, η ισοτιμία χ 2 = ό(»ι<χ/3) = 2(οιοί/3) Λεν έχει λύση 
αφού μόνο ο αριθμός 1 είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ηιο<13. 

Για ρ = 5, η ισοτιμία χ 2 = 5(πι<κ/5) έχει λύση χ = 0. 

Για ρ > 5, έχουμε (^) = . Τα τετραγωνικά κατάλοιπα γπ<χ/5 

είναι οι αριθμοί 1,4. άρα η ισοτιμία χ 1 = 5 (ιηοάρ) έχει λύση αν και 
μόνο αν ρ = 2, ρ=5ήρ>5μερ=1 ή 4(σιιχ/5). 

5. Να αποδείξετε ότι η ισοτιμία χ 2 = χ(τικχΐρ) έχει ακριβώς 1 + (*) 
λύσεις, όπου ο ρ είναι ένας περιττός πρώτος και χ τέτοιος ώστε 
(χ,ρ) = 1. 

Απόδειξη. 

Γνωρίζουμε ότι η ισοτιμία έχει λύση αν και μόνο αν το χ είναι 
τετραγωνικό κατάλοιπο νιοάμ , και στην περίπτωση αυτή έχει ακρι¬ 
βώς δύο λύσεις. Αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν (*) = 1, άρα το 

πλήθος των λύσεων είναι 1 4- (*) . 

6. Χρησιμοποιώντας το κριτήριο ΕιιΙργ να εξετάσετε αν οι παρακάτω 
αριθμοί είναι τετραγωνικά κατάλοιπα: 

(ί) Ο 2 ως προς τηο<15 
(η) Ο 4 ως προς ηι<χΠ 
(ΐίϊ) Ο 3 ως προς πκκ/13 

Λύση. 

(ϊ) (|) = 2^(070^5) = 4 (λπιχ/5) ξ —1, άρα ο 2 δεν είναι τετρα¬ 
γωνικό κατάλοιπο (τηοι/δ). 

(ϊί) (£) = 4'ΐ 1 (τηοάΐ) = 64(7Γ«χί7) = +1, άρα ο 4 είναι τετραγω¬ 
νικό κατάλοιπο (η?οιί7). 

(ϊΐί) (^) = 3 ϋ1 Γ ι (;οο<ί13) = 729(τηιχ/13) = 4-1. άρα ο 3 είναι τε¬ 
τραγωνικό κατάλοιπο (ιτκκί13). 



138 


Ισοτιμίες Ανώτερου Βαθμού 


7. Να εξετάσετε αν η ισοτιμία χ 2 = 10(»π<κ/97) έχει λύση. Όμοια για 
την χ 2 ξ 2Α(τηοά97). Για πόσες διαφορετικές τιμές του α(τη<κΜο97) 
έχει λύση η ισοτιμία χ 2 = α(τηο(ΐ97); 

Λύση. 

($) = (£) (έ) = ( +1 )(?) = (!) = - 1 · “Ρ* η ατιμία 

χ 2 = 10{;ηοί/97) δεν έχει λύση. 

Όμο.» έχουμε (£) = (Α) (&) = (+1)(£) = (£) (£) = 

(+1) (^) = (+1) (+1) = +1, άρα η ισοτιμία χ 2 = 2Α(τηοά97) έχει 
λύση. 

II ισοτιμία χ 2 = α(οκχί97) έχει λύση για ρρ = 48 διαφορετικές 
τιμές του α. 

8. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω ισοτιμίες έχουν λύση 
(ϊ) χ 2 = 17(;ηο<ί29) 

(ϋ) 3χ 2 = 12(;η<*/23) 

(ϋϊ) χ 2 + 4χ ξ 10(τοοί/31) 

Λύση. 

(0 (8) = (π) = (π) = (£) (δ) = (+ΐ) (*) = (¥) = (?) = 

— 1. άρα η ισοτιμία δεν έχει λύση. 

(ϋ) Ο αντίστροφος του 3 τηοάηίο 23 είναι ο 8. Πολλαπλασιά¬ 
ζοντας τη σχέση με 8 παίρνουμε : χ 2 = 4(τηο<ί23) η οποία έχει 
προφανώς λύση αφού ο 4 ως τέλειο τετράγωνο είναι τετραγωνικό 
κατάλοιπο (;ηθί/23). 

(ϊϋ) Με συμπλήρωση τετραγώνου προκύπτει ότι : (χ -I- 2) 2 Ξ 
6(τοοί/31), οπότε αρκεί να υπολογίσουμε το σύμβολο του Γρςοη- 

άη («) · Έ χ° υ Η ε (π) = (έ) (£) = (+ 1 )(-1) (ϊ) = -ϊ* ^ 

η ισοτιμία είναι αδύνατη. 
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Ασκήσεις 3.2 


1. Έστω ένας πρώτος ρ > 3. Να αποδείξετε ότι η ισοτιμία ι 2 + 3ξ 
Ο(τηοόρ) έχει λύση αν και μόνο αν ρ = 6χ + 1. 


2, Έστω μ ένας περιττός πρώτος και αι.α 2 .α χ τα τετραγωνικά 

του κατάλοιπα στο σύνολο Α = {1,2,1}. Να αποδείξετε 
ότι 


Λ = {*] ■ α 2 ·. 




\(η\ο<ίρ), 

-Ι(οιοφ), 


αν ρ = 3(τηο(ΐ4) 
αν ρ ξ 1{οι<κ/4) 


3. Έστω ρ και </ δύο περιττοί πρώτοι τέτοιοι ώστε ρ - = 4κ. Να 

αποδειχτεί ύ™ (*) = (*)- 
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3.3 Γενική μορφή λύσης ισοτιμίας δευτέρου 
βαθμού 

Στις προηγούμενες παραγράφους μελετήσαμε την ισοτιμία χ 2 = α(ιηο<ίρ) 
όπου ο ρ ήταν πρώτος και εξετάσαμε πότε αυτή έχει λύση. Στην ενότητα 
αυτή θα μελετήσουμε τη γενική περίπτωση, όπου το ρ δεν είναι πρώτος. 


θεώρημα 3.3.1 

Αν μ πρώτος, μ > 3, τ > 1 και (α,ρ)=1. τότε η ισοτιμία χ 2 = α(ιηοάρ Γ ) 
έχει λύση αν και μόνο αν (2) = 1, δηλαδή αν και μόνο αν η χ 2 = α(τηοάρ) 
είναι επιλύσιμη. 

Απόδειξη. 

Αν X; είναι λύση της χ 2 = α (τηοά{/), τότε είναι λύση και της 
χ 2 = α(τηο(Ιρ), αφού: 

χ 2 = α(τ7ΐ<κ/ρ Γ ) ή 

Ρ Τ I Α ~ * ή 

ρ\Α~ α ή 

χ 2 = α(τηοάρ), 

δηλαδή η χ 2 = α(ηιο(ίρ) είναι επιλύσιμη. 

Αντίστροφα, θα αποδείξουμε με επαγωγή ότι και η χ 2 = α {ιηοάρ τ ) έχει 
λύση. Υποθέτουμε ότι η χ 2 = α{τηοάρ τ ~ Χ ) είναι επιλύσιμη και έχει λύση 
τη χ 0 . 

Έστω χ = Χο + //" V θεωρούμε την ισοτιμία 

(χ 0 + Ρ Γ-Ι .ν) 2 = α(ηιοάρ Γ ) 
με άγνωστο τον »/. Τότε 

Χο + Ρ*~ 2 1/ 2 + 2xοί/ρ ^ ~ , = α [τηοάρ') ή 
Χο + 2χ 0 νρ τ ~ χ = α [τηοά]/) 


αφού {/ | ρ 2Γ ~ 2 . 

Επομένως, θα είναι 2χ 0 {/ρ Γ_1 = α - χ%(τηοάι/). 

Αλλά α - χ;| = 0 (ηιοόρ Γ ~ χ ), άρα ο αριθμός (α - χ^)/ρ'~ χ είναι ακέραιος, 
οπότε: 2 χοϊ/ = (α — χ^)/ρ' Γ ~ χ {τηο(ίρ). 
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Αυτή η εξίσωση είναι γραμμική και έχει λύση ως προς μ, αφού (χ 0 , ρ) = 
1 ,ρ > 2 και (2χ 0 ,ρ) = 1· 

Αν ι/ο είναι μια λύση αυτής, τότε οι λύσεις της χ 2 = α(ηκχ1ρ Γ ) είναι 

ι = χ 0 + ρ Γ_1 (ί/ο + *ρ) = *ο + Ρ Γ_ 1 ί/ο + κρ Γ , κ € Ζ, 
άρα είναι επιλύσιμη. 

Το ακόλουθο θεώρημα αποτελεί κριτήριο επίλυσης της τετραγωνικής ισο¬ 
τιμίας ως προς πιοιίιιΐο δύναμης του 2. 

Θεώρημα 3.3.2 

Η ισοτιμία χ 2 = α{νχ·οό 2*),χ > 3, α περιττός, είναι επιλύσιμη αν και 
μόνο αν α = 1(τηο<ί8). 

Απόδειξη. 

Για κ=3 η ισοτιμία γράφεται χ 2 = α(τηοό 8). Επειδή ο α είναι πε¬ 
ριττός πρέπει και ο χ να είναι περιττός. Όμως επειδή το τετράγωνο 
οποιουδήποτε περιττού είναι 1 (γ/?ο^ 8). οπότε πρέπει α = 1(?ηο<ί8). Αντί¬ 
στροφα, αν α ξ 1(Γ«οιί8), τότε η χ 2 = 1 (γ7κχ/ 8) έχει προφανείς λύσεις 
χ = 1,3,5,7(οιοίί8). 

Έστω ότι η πρόταση ισχύει για κάποιο κ και έστω ότι η ισοτιμία 
χ 2 = α(ηϊο^2* +1 ) είναι επιλύσιμη, με λύση χ 0 . Τότε χ;| = χ{ιηο<ϊ2*), 
οπότε από την υπόθεση α = 1(;οο<ί8). 

Αντίστροφα, αν α = 1 (γ7ιο</ 8) θέτουμε χ = χ 0 + 2*ι/ και εργαζόμενοι 
όπως στο θεώρημα 3.4.1 διαπιστώνουμε ότι η ισοτιμία είναι επιλύσιμη. 
Τέλος εύκολα παρατηρούμε ότι για τις ισοτιμίες τ/ιικ/2, νχοάΛ ισχύουν 
τα παρακάτω: 

• χ 2 = 0(τ7ϊ<κ/2) έχει λύση χ = 0(ηιοά2) 

• χ 2 = \{τηοά2) έχει λύση χ = \(τηο<ί2) 

• χ 2 = 0(τηο^4) έχει λύσεις χ = 0, 2(τηοά4) 

• χ 2 = 1(7ηο^4) έχει λύσεις χ = 1,3(τηο<ί4) 

• χ 2 = 2{ηιο<ΐ4) δεν έχει λύση 

• χ 2 = 3{οκκ/4) δεν έχει λύση. 
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Το επόμενο θεώρημα ουσιαστικά ανάγει την ύπαρξη λύσης τετρα¬ 
γωνικών ισοτιμιών χ 2 = α[τηοάπι) στην εξέταση ύπαρξης λύσης των 
ισοτιμιών χ 2 = α(ιηο({ρ,), όπου ρ ι είναι οι πρώτοι που διαιρούν τον τη. 

θεώρημα 3.3.3 

Έστω η ισοτιμία χ 2 = α(τηοάτη) όπου τη = γη, ·... - ττι Η με ( τη ,, τη,) = 
1, για κάθε ΐ^'. Η παραπάνω ισοτιμία είναι επιλυσιμη αν και μόνο αν 
καθεμία από τις ισοτιμίες χ 2 = α (πιυόηι,), ί= 1,2.* είναι επιλύσιμη. 

Απόδειξη. 

Απλή. 
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Εφαρμογές 3.3 


1. Να εξετάσετε αν η ισοτιμία ζ~ = 12(τηο^2989) έχει λύση. 

Λύση. 

Επειδή 2989 = 7 2 · 61, η ισοτιμία έχει λύση αν χαι μόνο αν 

(τ) = (έτ) = 1 · (τ) = (?) = (?) = (1) = - 1 » η 

ισοτιμία δεν έχει λύση. 
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Ασκήσεις 3.3 


1. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω ισοτιμίες έχουν λύση: 
(ϊ) χ 2 = 2 (τν<*/61) 

(ϊϊ) χ 2 = — 2{τηοά61) 

(ϊϋ)χ 2 = 2(τπο<ί118) 

(ίν)χ 2 = -1(ο»θ(/365) 

(ν) χ 2 = 73(γμοι/173) 

(νϊ)χ 2 = 42(ίοο<ί97) 

2, Να λυθούν οι ισοτιμίες: 

(ϊ) χ 2 = 1(τ7}θ(/49) 

(η) χ 2 = 2{οιοίΓ7 3 ) 

(ΐϊΐ)χ 2 = 9(π?·ο<ί16) 

(ΐν)χ 2 = 4{οι<κ/15) 
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1. Έστω ένας πρώτος αριθμός μ > 7. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν 
δύο διαδοχικά τετραγωνικά κατάλοιπα ιηοάμ. 

2. Έστω ν, κ φυσικοί και μ πρώτος τέτοιος ώστε 

μ > (ν 2 + ν -|- κ) 2 + κ. 

Να αποδείξετε ότι ανάμεσα στους αριθμούς 

ν 2 , ν 2 + 1, ν 2 + 2,..., ν 2 + μ 

όπου μ = (ν 2 + ν + κ) 2 - ν 2 + κ υπάρχουν δύο χ, μ με μ - χ = κ 
τέτοιοι ώστε (|) = (*) = 1. 

3. Να βρείτε όλα τα σύνολα θετικών ακεραίων ν με την ιδιότητα : “το 
σύνολο {ν. ν+ 1, ν + 2, ν + 3, ν + 4, ν + 5} μπορεί να διαμερισθεί σε 
δυο σύνολα, έτσι ώστε το γινόμενο των αριθμών του ενός συνόλου 
να είναι ίσο με το γινόμενο των αριθμών του άλλου”. 

(12η Δ Μ0,1970 Ουγγαρία) 
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Επαναληπτικές Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στις ακόλουθες ερωτήσεις: 

1. Ο αριθυός 2 10 - 1 διαιρείται ακριβώς με τον αριθμό: 

(») 2 φ) 10 (γ) 3 (δ) 4 (ε) 8 

2. Ο αριθμός 2' -2 διαιρείται ακριβώς με τον 7 και ο 2 5 - 2 διαιρείται 
ακριβώς με τον 5. Το άθροισμα των δύο πηλίκων είναι: 

(») 0 (Ρ) 23 (γ) 24 (8) 18 · | (ε) 24 · | 

3. Ένας φυσικός αριθμός ο οποίος είναι πολλαπλάσιο του 15, αλλά 
όχι πολλαπλάσιο του 18, είναι: 

(α) 180 (β) 320 (γ) 300 (δ) 420 (ε) 540 

4. Έστω ο αριθμός Ν = 1 · 2 · 3 · 4 ·... · 18 - 19 · 20 = 20!. Από τους 
παρακάτω αριθμούς ποιος είναι ο μεγαλύτερος διαιρέτης του Ν; 
(α) 9.000.000 (β) 900.000 (γ)90.000 (δ) 9.000 (ε) 900 

5. 11 μικρότερη τιμή του φυσικού ν ώστε ο 60κ να είναι τέλειο τετρά¬ 
γωνο ακεραίου, είναι: 

(ο.) 60 (β) 15 (γ) 6 (5) 45 (ε) 9 

6. Τέλειος αριθμός καλείται ένας φυσικός όταν ισούται με το άθροι¬ 
σμα των γνήσιων διαιρετών του. Για παράδειγμα έχουμε ότι ο 
αριθμός 0=1+24-3 είναι τέλειος. Ο επόμενος τέλειος αριθμός εί¬ 
ναι: 

<«) 28 (β) 16 (γ) 24 (8) 8 (ε) 36 

7. Ο ελάχιστος φυσικός που αφήνει υπόλοιπα 1, 4, 1, όταν διαιρεθεί 
με τους 3,5, 11 αντίστοιχα βρίσκεται μεταξύ των αριθμών: 

(α) 11 και 20 (β) 21 και 30 (γ) 31 και 40 (δ) 41 και 50 (ε) 61 και 70 

8. Αν ν είναι ένας τυχαίος φυσικός, τότε ένα σίγουρο πολλαπλάσιο 
του 3 είναι ο αριθμός: 

(α) (ν+1)(ν+4) (β) ν(ν+2)(ν+4) (γ) ν(ν+2){ν4δ) (δ) ν(ν+3)(ν-3) 
(ε) (ν+2)(ν+3)(ν+5) 

9. Το λεωφορείο Βούλα-Πειραιά φεύγει από την αφετηρία της Βούλας 
κάθε 12 λεπτά, ενώ το λεωφορείο Βούλα-Αθήνα φεύγει κάθε 20 
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λεπτά. Αν τα δύο λεωφορεία φεύγουν από την αφετηρία της Βούλας 
στις 1.00 μμ ταυτόχρονα, μια άλλη ώρα που θα αναχωρήσουν μαζί 
είναι; 

(α) 1:32 μμ (β) 2:20 μμ (γ) 2:40μμ (δ) 3:00 μμ (ε) 3:40 μμ 

10. Ένας πιθανός έβδομος όρος της ακολουθίας 1,2,5,10, 17,... είναι: 
(α) 24 (β) 26 (γ) 37 (δ) 50 (ε) κανείς από αυτούς 

11. Το άθροισμα 200 - 199 + 198 - 197 + ... - 3 + 2 - 1 είναι: 

(α) 99 (β) 200 (γ) 100 (δ) 101 (ε) 1 

12. Το άθροισμα των πρώτων ν όρων μιας ακολουθίας δίνεται από τον 
τύπο Γ = ν(ν + 1)(ν + 2). Ο δέκατος όρος της ακολουθίας είναι: 
(α) 114 (β) 330 {γ} 396 (δ) 600 (ε) 1320 

13. Ο μικρότερος φυσικός ν, για τον οποίον το άθροισμα 

ν + 2ν + 3ν + ... + 100ν, είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, είναι ο 
αριθμός: 

(α) 100 (β) 101 (γ) 202 (δ) 5050 (ε) κανείς από αυτούς 

14. Αν μ και ν είναι δύο φυσικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε μ* - ν 2 = 29, 
τότε το γινόμενο μν βρίσκεται μεταξύ των αριθμών: 

(α) 0 και 100 (β) 100 και 150 (γ) 150 και 200 (δ) 201 και 250 {ε) 
250 και άνω. 

15. Ένας μαθητής διαιρεί δύο αριθμούς και βρίσκει το αποτέλεσμα 
4,4285714. Ποια διαίρεση από αυτές που ακολουθούν μπορεί να 
έκανε ο μαθητής; 

(α) 63 : 14 (β) 31 : 7 (γ) 44285 :10 (δ) 40 : 9 (ε) 199 : 45 
(Παρατήρηση: Να μην χρησιμοποιηθεί υπολογιστής τσέπης). 

16. Το πλήθος των πρώτων αριθμών που είναι μικρότεροι του 10000 
και το άθροισμα των ψηφίων τους είναι 2 ή 3, είναι: 

(α) 4 (β) 3 (γ) 6 (δ) 5 (ε) 2 



148 


Προτεινόμενες Ασκήσεις 


Επαναληπτικές Προτεινόμενες Ασκήσεις 

1. Βρείτε το άθροισμα των διαιρετών του 24. 

2. Βρείτε το σύνολο όλων των πρώτων αριθμών μεταξύ του 6 και του 
50. 

3. Βρείτε το ελάχιστο φυσικό ν, έτσι ώστε ο 120ν να είναι τέλειο 
τετράγωνο ακεραίου. 

4. Βρείτε το ελάχιστο φυσικό ν, έτσι ώστε ο 12ν να είναι πολλαπλάσιο 
του 56. 

5. Γνωρίζοντας ότι 12345679 - 9 = 111111111 βρείτε έναν φυσικό ν, 
τέτοιον ώστε 12345679 · ν = 660666666. 

6. Η ηλικία του Γιώργου αν διαιρεθεί με τους αριθμούς 2, 3, 4, 5 ή 
6 αφήνει πάντα υπόλοιπο 1. Να υπολογισθεί η μικρότερη δυνατή 
ηλικία του Γιώργου αν γνωρίζουμε ότι είναι μεγαλύτερος των 2 
ετών. 

7. Το κουδούνι του σχολείου χτυπά κάθε 42 λεπτά, ενώ μια σειρήνα 
από το διπλανό εργοτάξιο ηχεί κάθε 36 λεπτά. Αν ακούστηκαν 
μαζί στις 9:00 πμ, πότε θα ξαναηχήσουν ταυτόχρονα; 

8. Χρησιμοποιώντας από μια φορά τα ψηφία 1, 2, 3, 4 και 5 να σχημα¬ 
τίσετε έναν πενταψήφιο αριθμό αβγδε, τέτοιον ώστε να διαιρούνται 
ακριβώς με τους αριθμούς 4, 5 και 3, αντίστοιχα. 

9. Βρείτε το άθροισμα των 25 πρώτων όρων της ακολουθίας 

1,2, —3,4,5, —6,7, 8 , — 9,10, ... 

10. Βρείτε το άθροισμα των ψηφίων όλων των όρων της ακολουθίας 
1,2,3,..., 99.100. 

11. Βρείτε το μικρότερο τέλειο τετράγωνο ακεραίου που έχει τρεις 
διαφορετικούς πρώτους παράγοντες. 

12. Αν χ και ι/ είναι δύο φυσικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε 13χ+8ι/ = 1992, 
να υπολογισθεί η ελάχιστη δυνατή τιμή του αθροίσματος χ + 
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13. Βρείτε όλους του φυσικούς μεταξύ του 100 και του 1000 με άθροι¬ 
σμα ψηφίων ίσο με 10. 

14. Βρείτε 4 διαδοχικούς φυσικούς τέτοιους ώστε ο μικρότερος να 
είναι πολλαπλάσιο του 5, ο δεύτερος πολλαπλάσιο του 7, ο τρίτος 
πολλαπλάσιο του 9 και ο μεγαλύτερος να είναι πολλαπλάσιο του 
11 . 

Ιό. Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός Ε = (3 4- 2ν / 2) 2ν ~ 1 + (3 — 2ν/2) 2 “ _ι 
είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, για κάθε φυσικό ν. 

16. Σε ένα μαγαζί πωλούνται κρουασάν σε πακέτα των 7, 13 ή 25 τεμα¬ 
χίων. Δηλαδή για να αγοράσουμε 14 κρουασάν πρέπει να αγορά¬ 
σουμε 2 πακέτα των 7 τεμαχίων, ενώ δεν μπορούμε να αγοράσουμε 
15 ακριβώς κρουασάν. Να υπολογισθεί το μέγιστο πλήθος κρουα¬ 
σάν που δεν μπορούμε να παραγγείλουμε με συνδυασμό αυτών των 
πακέτων. 



Κεφάλαιο 4 

Η εξέλιξη της Θεωρίας των 
Αριθμών 

4.1 Εισαγαιγή 

Η θεωρία Αριθμών αποτελεί ίσως των μοναδικό κλάδο των Μαθηματι¬ 
κών, του οποίου η δομή στηρίζεται περισσότερο στα άλυτα προβλήματα, 
παρά στα ήδη λυμένα. Τα σημαντικά άλυτα προβλήματα που υπάρχουν 
στη Θεωρία Αριθμών είναι πολλές φορές “προβλήματα-ντόμινο”, που αν 
λυθούν θα οδηγήσουν στην επίλυση και πολλών άλλων. 

Είναι λοιπόν, αναγκαία η γνώση της εξέλιξης της θεωρίας Αριθμών 
και του σημείου στο οποίο έχουν φθάσει οι προσεγγίσεις των ερευνητι¬ 
κών προβλημάτων της. 

Ας επισημάνουμε αρχικά δύο σημαντικές διαπιστώσεις που παρατη¬ 
ρούνται συχνά στη θεωρία Αριθμών. Η πρώτη αφορά στο ότι παρατη¬ 
ρήσεις που ισχύουν για μικρούς φυσικούς ν, τις περισσότερες φορές δεν 
επεκτείνονται για μεγάλους-αυτό είναι γνωστό ως ο “Νόμος των μι¬ 
κρών αριθμών”. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελούν οι αριθμοί 
ΘιιΙΙθπ : ν · '2 ν + 1. Οι αριθμοί αυτοί είναι σύνθετοι για κάθε φυσικό ν, 
με 2 < ν < 1000 εκτός από τον 141. Η δεύτερη διαπίστωση είναι ότι 
συχνά οδηγούμαστε σε μη αναμενόμενα αποτελέσματα όπως φαίνεται 
στο ακόλουθο παράδειγμα, το οποίο προέρχεται από ένα πρόβλημα της 
Μαθηματικής Ολυμπιάδας της Μόσχας: 

“Να βρεθούν όλες οι τριάδες φυσικών, διάφορων του 1. έτσι ώστε αν 
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II εξέλιξη της θεωρίας των Αριθμών 


στο γινόμενο οποιωνδήποτε δύο οπό αυτούς, προσθέσουμε τη μονάδα, 
να προκόψει αριθμός που διαιρείται από τον τρίτο αριθμό της τριάδας". 
Η απάντηση είναι 2, 3, 7 και μία πιθανή λύση δίνεται παρακάτω. 

Ας θεωρήσουμε (χ,ί/, 2 ) μία λύση με 2 < χ < υ < ζ. Τότε έχουμε 
ότι 

χ I V* + 1 ή V* + 1 β λ-,χ 

V | ζχ + 1 ή ζχ + I = λ' 2 ί/ 

ζ | XV + 1 ή XV + 1 = λ· 3 * 

όπου Λ|, Ε Ν. Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις τρεις ισότητες 
έχουμε ότι : 


χί/2(χν^ + χ + ϊ/ + *) + ί/- + ** + *!/ + 1 = ΑΓ 1 λ· 2 λ* 3 χι/2. 
Επομένως χί/ζ [ ι /2 + ζχ + χ$/ + 1, οπότε 


$ζ + ζχ + χ ι/ Ί- 1 = Αχι/π ή - + - + - 4—— = Α. 

χ υ ζ χ\}ζ 

όπου Α £ Ν. Η μεγίστη τιμή του Α επιτυγχάνεται για τις ελάχιστες 
τιμές των χ, ΐ/, ζ , δηλαδή χ = 2. ι/ = 3 και 2 = 4 (ουσιαστικά ζ > 5). 
Τότε έχουμε ότι 




1 

2 · 3 · 4 




ί 


όμως Α € Ν, οπότε Α = 1. Συνεπώς, αρκεί να βρούμε όλες τις τριάδες 
φυσικών χ, μ, ζ που ικανοποιούν τις ανισότητες 2 < χ < ι / < ζ και την 
ισότητα: 

1111 

— 4--(- — + - = 1. 

X V ζ Χ)/Ζ 

Αρχικά θα αποδείξουμε ότι χ = 2. 

Πράγματι, αν ήταν χ > 3, τότε $/ > 4, ζ > 5 και 


111 1 111 1 

-Η-I- - + -< - + - + - 

χ ν ζ χ·ν ζ 3 4 ό 3 · 4 · 5 



ατοπο. 


Καταλήγουμε λοιπόν ότι τα $/, ζ ικανοποιούν την εξίσωση 


11 1 1 

2 ι/ ζ 2 · \) · 2 
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οπότε (ζ - 2) | 5 και είτε ζ = 3, είτε ζ = 7 που συνεπάγεται ότι υ = 7 
ή ^ = 3 αντίστοιχα. Επομένως η τριάδα (2, 3, 7) είναι η μοναδική που 
ικανοποιεί το ζητούμενο. 

Όμοια αποδεικνύεται ότι η μοναδική τετράδα φυσικών με την ιδιό¬ 
τητα το γινόμενο οποιωνδήποτε τριών από αυτούς αυξανόμενο κατά 1, 
να διαιρείται από τον τέταρτο είναι η (2,3, 7,43). 

θα φαινόταν πολύ φυσιολογικό να γενικεύσουμε τα προηγούμενα 
αποτελέσματα ως εξής: 

“Έστω ν φυσικοί αριθμοί, οη, · · · ι α ν , διάφοροι του 1, τέτοιοι ώστε το 
γινόμενο οποιωνδήποτε (ν—1) από αυτούς αυξανόμενο κατά 1, να διαιρεί¬ 
ται από τον αριθμό που απομένει από τους ν δοσμένους. Αν στο σύνολο 

των ν αριθμών αη, <χ 2 .α* προσθέσουμε και τον αριθμό οη ·α 2 ·.. .-α ν +1 

τότε το νέο σύνολο των (ν + 1) αριθμών, έχει την ιδιότητα ότι το γινό¬ 
μενο οποιωνδήποτε ν αριθμών από αυτούς αυξανόμενο κατά 1, διαιρείται 
από τον αριθμό που απομένει. 

Όμως η πρόταση αυτή δεν ισχύει! Για ν = 5 εκτός από τη λύση 
(2,3,7,43.1807) έχουμε και τη λύση (2,3,7,47,365). Το πρόβλημα της 
μοναδικότητας των λύσεων παραμένει ακόμη ανοιχτό. 

Στη συνέχεια θα περιγράφουμε τη μαθηματική εξέλιξη της θεωρίας 
των Αριθμών σε μερικούς σημαντικούς τομείς της. οι περισσότεροι από 
τους οποίους δημιουργήθηκαν από την επιμονή των μαθηματικών να αντι¬ 
μετωπίσουν τα ανοιχτά προβλήματα της θεωρίας Αριθμών. 


4.2 II κατανομή κυν πρώτων 


θα ξεκινήσουμε τη μελέτη μας με την κατανομή των πρώτων αριθμών 
μέσα στο σύνολο των φυσικών, καθώς θεωρήθηκε από το σύνολο των 
ερευνητών το βασικότερο ερώτημα που θα οδηγούσε στη θεμελίωση της 
θεωρίας των Αριθμών. Είναι γνωστή σε όλους μας η απόδειξη του Ευ¬ 
κλείδη της ύπαρξης άπειρων πρώτων αριθμών (βλ. θεώρ.1.6.4). Μόλις 
όμως πριν από εκατό περίπου χρόνια αποδείχθηκε το παρεμφερές θεώ¬ 
ρημα των πρώτων αριθμών το οποίο σχετίζεται με το πώς αυξάνεται το 
πλήθος των πρώτων αριθμών που υπάρχουν σε ένα διάστημα σε σχέση 
με το πλάτος του διαστήματος αυτού. 
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// εξέλιξη της θεωρίας των .Αριθμών 


4.2.1 Το θεώρημα των Πρώτων Αριθμών 

Ας θεωρήσουμε ότι η συνάρτηση π(χ) εκφράζει το πλήθος των πρώτων 
αριθμών έως τον αριθμό χ, τότε ο Ευκλείδης ουσιαστικά απέδειξε ότι 
π(χ) -4 οο, όταν χ -4 οο και η απόδειξη αυτή οδηγεί στην ποσοτική 
εκτίμηση: 

π(ζ) > Ιοβ(ΐοβχ). 

Το θεώρημα των πρώτων αριθμών εκφράζει ότι: 

π(χ) --, όταν χ -4 οο. 

Ιο β χ 

Η εικασία αυτή διατυπώθηκε αρχικά από τους ΕββοηιΐΓθ και Οιια»», πριν 
από 200 χρόνια περίπου και αποδείχθηκε ανεξάρτητα από τους Η;κ1λπι»γ(Ι 
και I» \ λΙ!ο<* Ροιίίίίίπι το 1896. Η απόδειξή τους βασίσθηκε στη θεωρία 
μιγαδικών συναρτήσεων, την οποία ανέπτυξε ο Κϊρηκιηιι στην περίφημη 
εργασία του το 1859, όπου παρουσίασε ότι τα μυστικά των πρώτων πε¬ 
ρικλείονται μέσα στη συνάρτηση ζήτα: 


■Μ-Σΐ-πΗ) 


πΤ. » 



Στην ταυτότητα αυτή, ως προς τη μιγαδική μεταβλητή α = σ + ΐΐ, συν¬ 
δέεται το άθροισμα όλων των φυσικών αριθμών με το γινόμενο μίας 
έκφρασης όλων των πρώτων αριθμών. II σειρά αυτή και το γινόμενο 
συγκλίνουν όταν σ > 1. 

Ουσιαστικά ο ΕιιΙργ ανακάλυψε την ταυτότητα, την οποία μελέτησε 
μόνο για πραγματικές μεταβλητές «. Ωστόσο, χρησιμοποιώντας ότι η 
σειρά Π ρ (1 - 1 /V) συγκλίνει στο μηδέν απέδειξε ότι η σειρά £1 /ρ 
αποκλίνει, δίνοντας μία νέα απόδειξη στο θεώρημα του Ευκλείδη για το 
πλήθος των πρώτων αριθμών. 

Ο Π,κηηηηη απέδειξε ότι, ως μιγαδική συνάρτηση, η ζ($) έχει ανα¬ 
λυτική επέκταση σε όλο το μιγαδικό .<?- επίπεδο, οπότε το μυστικό της 
κατανομής των πρώτων περικλείεται στα μιγαδικά σημεία μηδενισμού 
ΤΤ £ ί( 5 )· Πράγματι, το θεώρημα των πρώτων αριθμών εκφράζει ότι η 
ί(«) δεν μηδενίζεται στην κάθετη ευθεία σ = 1, ενώ η περίφημη "Ει¬ 
κασία του Βκ'ΐιΐίΐηιΓ εκφράζει ότι όλα τα σημεία μηδενισμού της ζ($) 
ανήκουν στην ευθεία σ = |. 
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Αποδεικνύοντας ότι η ζ($) δεν έχει σημεία μηδενισμού σε κάποια αρι¬ 
στερή περιοχή της ευθείας η = 1, ο όβ 1η. Υ'αΙΙέρ Ρυιΐϋϋϊιι απέδειξε ότι το 
λογαριθμικό ολοκλήρωμα που πρότεινε ο Οηιΐί» αποτελεί καλύτερη προ¬ 
σέγγιση της συνάρτησης π(χ). Ειδικότερα, απέδειξε ότι, όταν χ —► οο, 
τότε: _ 

” (ι »=Γ ί^τ + ° ( ΐ£_,ν ^) ■ 

όπου ο είναι μία θετική σταθερά, και το σφάλμα της προσέγγισης είναι 
μικρότερο από 0(χ/1ο§*χ), για δοσμένο χ και μεγάλα χ. 

Πολλοί ερευνητές ασχολήθηκαν μέσα στον αιώνα αυτό, για να επε¬ 
κτείνουν την περιοχή μη-μηδενισμού της ζ(«), με στόχο να αποδείξουν 
την Εικασία του ΗίπηΛηη, που ουσιαστικά εκφράζει ότι το σφάλμα προ¬ 
σέγγισης της π(χ) δεν είναι πολύ μεγαλύτερο της -/τ. 

Οι αποδείξεις των Η&ό&ιηαπί και όο 1» Υ«ι11ό<? Ροιίδδίη απλοποιήθηκαν 
αργότερα από τον Ε&ηΗίΐυ. Ως το 19*19 ήταν άγνωστο αν το θεώρημα 
των πρώτων αριθμών μπορούσε να λυθεί χρησιμοποιώντας στοιχειώδη 
θεωρήματα, δηλαδή θεωρήματα που μπορούν να αποδειχθούν χωρίς τη 
χρήση μιγαδικής ανάλυσης. Το 1949 οι ΕιΜό* και δβΐόβη; δημοσίευσαν 
μία τέτοια στοιχειώδη-αν και αρκετά μακροσκελή-απόδειξη. 

4.2.2 Τα κενά ανάμεσα στους ττρώτους 

Μεγάλη ερευνητική προσπάθεια έχει καταβληθεί για τον προσδιορισμό 
των κενών ανάμεσα σε διαδοχικούς πρώτους. Το άνω φράγμα τέτοιων 
κενών προύποθέτει την ύπαρξη ενός πρώτου μ στο διάστημα χ < ρ < 
χ + Ιι και ο βασικός στόχος είναι το πλάτος του διαστήματος Ιι = ό(χ) 
να είναι σχετικά μικρό. Ενδεικτικό παράδειγμα είναι η Εικασία του 
ΒθγΙγ&ϊκΙ, ότι υπάρχει πάντα ένας πρώτος μ σε κάθε διάστημα της μορφής 
χ < ρ < 2χ, όπου χ > 1, δηλαδή σε κάθε διάστημα πλάτους Λ = χ. Η 
πρόταση αυτή αποδείχθηκε αρχικά από τον ΟΗοΕνχΙιον το 1848, ενώ 
το θεώρημα των πρώτων αριθμών δίνει το ισχυρότερο αποτελέσμα ότι: 
Η = εχ, όπου ε οποιοσδήποτε μικρός Θετικός αριθμός με την προϋπόθεση 
ότι ο χ είναι αρκετά μεγάλος. Στατιστικές μελέτες έχουν οδηγήσει στην 
εικασία ότι Η. — ο(1ο§ι) 2 , για κάποια σταθερά ο, αλλά το φράγμα αυτό 
φαίνεται ιδιαίτερα δύσκολο να αποδειχθεί και μάλιστα θεωρείται από τα 
δυσκολότερα προβλήματα της Θεωρίας Αριθμών. 

Το 1930 ο Ο. ΗοΗοΐδ&Ι απέδειξε ότι υπάρχει θ < 1 τέτοιο ώστε Ιι = χ*, 
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Η εξέλιξη της θεωρίας των Αριθμώ ν 


και μάλιστα απέδειξε ότι μία αποδεκτή τιμή του θ είναι η 


33000 

Για να προσδιορίσουμε λοιπόν το άνω φράγμα του προβλήματος, αρκεί 
να πετύχουμε μία εκτίμηση του μεγαλύτερου κάτω φράγματος % του 
συνόλου των αποδεκτών τιμών του θ. Μετά από πολλές βελτιώσεις, έχει 
αποδειχΟεί ότι η καλύτερη εκτίμηση είναι λίγο κάτω από την θ 0 < 11 /20, 
ενώ αν δεχθούμε ως υπόθεση την εικασία του Ρϋί?ιη»ηη καταλήγουμε ότι 
% < 1 / 2 . 

Για να αποδείξουμε όμως ότι Ιι = ο(1οβχ) 2 απαιτείται να αποδείξουμε ότι 
Οο = 0! Το αποτελέσμα αυτό Οα συνεπάγεται ότι για κάθε θετικό αριθμό 
ε (οσοδήποτε μικρό) και για αρκετά μεγάλο χ θα υπάρχει ένας πρώτος 
αριθμός μεταξύ των χ και χ + χ 1 . 

Το ερώτημα που τέθηκε ήταν αν είναι δυνατόν τα κενά ανάμεσα στους 
πρώτους να είναι πολύ μικρά. Μία από τις περίφημες εικασίες ήταν αυτή 
των “δίδυμων πρώτων”, δηλαδή πρώτων μ τέτοιων ώστε και οι μ 4- 2 
να είναι πρώτοι. Αν θέσουμε τον ν-οστό πρώτο και <?ν = /\ 4 ι - μ*, 
τότε η εικασία των δίδυμων πρώτων συνεπάγεται ότι </ ν = 2 για άπειρες 
τιμές του ν, Η εικασία αυτή έχει επιβεβαιωθεί από πίνακες πρώτων και 
αριθμητικά δεδομένα, όπου φαίνεται ότι η έχει τιμές όλους τους άρ¬ 
τιους αριθμούς άπειρες φορές, αλλά κανείς δεν έχει αποδείξει ούτε τον 
ασθενέστερο ισχυρισμό ότι: 

“Δεν ισχύει ότι $ ν —> οο όταν ν —► οο.” 

Το θεώρημα των πρώτων αριθμών διατυπώνεται στη μορφή: 

ρ ν ~ ν 1ο£ ν, όταν ν -> οο, 

οπότε μπορούμε να αποδείξουμε ότι η μέση τιμή της είναι η Ιο§ ν, 
επομένως ισχύει ότι: 

9·. < (1 + ε)1θ|? ν, 

για άπειρες τιμές του ν. 

Ο Ρ. Επίόδ (1935) απέδειξε ότι υπάρχει ο < 1, τέτοιος ώστε 


5» < ο Ιοβ ν. 
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για άπειρες τιμές του ν. Επίσης απέδειξε ότι η μπορεί να γίνεται 
αρκετά μεγαλύτερη της μέσης τιμής της 1ο£ ν. Για να διατυπώσουμε ένα 
ακριβέστερο αποτέλεσμα της μελέτης του Επ1ο« πρέπει να εισάγουμε τη 
συνάρτηση: 

, _ {1ο& ν)(1οκ(Ιθ6 ν)}(ΙοΕ(1ο8(1ί>κΠθ8 ν)))) 
ν ” (1θίζ(1θ8(1οβ ν))) 2 

Ο Εγ 008 πρώτος απέδειξε ότι υπάρχει θετική σταθερά ε τέτοια ώστε: 

*Γ(ν) 

,<7ν > 1υ{5(1θ8(1θ8(1ο8ν))) 

για άπειρες τιμές του ν. και αργότερα ο Η. Α. Κ&ηλίη το 1938 βελτίωσε 
την ανισότητα του Ετόοδ ως εξής: 

9* > οΚ, 

για κάθε θετική σταθερά γ < λ. 

Το πρόβλημα των Επ1ϋ8-ΓίΛηΙ<ίη-για την επίλυση του οποίου ο Επίοβ 
έδινε αμοιβή 10000 δολλάρια (ενώ ήταν πάμφτωχος)-ζητούσε να αποδει- 
χθεί ότι η ο είναι οποιαδήποτε αρκετά μεγάλη θετική σταθερά. Η σημερινή 
βέλτιστη εκτίμηση έχει γίνει από τους Η. ΜηΐοΓ και Ο. ΡοιηβΓ&ηοβ το 
1989, οι οποίοι απέδειξαν ότι η ο είναι οποιαδήποτε σταθερά μέχρι την 
τιμή 1,31256 περίπου. Το γενικό πρόβλημα παραμένει ανοιχτό. 

4.2.3 Πρώτοι σε αριθμητικές προόδους 

Πολλά προβλήματα της προσθετικής ή πολλαπλασιαστικής Θεωρίας Αριθ¬ 
μών απαιτούν τη γνώση της κατανομής των πρώτων σε αριθμητική πρό¬ 
οδο. Αν, λοιπόν, οι α και κ είναι πρώτοι μεταξύ τους, τότε η αριθμητική 
πρόοδος ν = α{τηοάχ) περιέχει άπειρους πρώτους. Το αποτελέσμα αυτό 
αποδείχθηκε το 1837 από τον ΟΐποΙιΙί'Ι σε μία πολύ σημαντική εργασία, 
η οποία δημιούργησε νέους ερευνητικούς ορίζοντες στην Ανάλυση και 
στην Άλγεβρα. 

Μετά από την απόδειξη του θεωρήματος των πρώτων αριθμών δεν 
είναι δύσκολο να αποδείξουμε ότι για δοσμένη τιμή του κ, το πλήθος 
των πρώτων ρ < χ σε κάθε μία από τις παραπάνω αριθμητικές προόδους 
ν = χ(τηοάχ) είναι ουσιαστικά το ίδιο. Για παράδειγμα, όλοι οι πρώτοι 
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Ρ > 5 πρέπει να ανήκουν σε μία από τις τέσσερεις αριθμητικές προόδους 
Ρ = α(»7κ?ιί10), όπου α = 1.3,7.9 και αναμένεται περίπου το ένα τέταρτο 
των πρώτων να έχει ως τελευταίο δεκαδικό ψηφίο το 3. Ωστόσο, πολλά 
προβλήματα οδηγούν σε αποτελέσματα όπου επιτρέπεται η μεταβολή του 
πιοάχ ως προς το χ , δημιουργώντας μεγάλες δυσκολίες ως προς την 
ομοιομορφία του κ. 

Η Γενικευμένη Υπόθεση του Ηίοηι&ηη εκφράζει ότι υπάρχει ομοιομορφία 
ως προς ιηοάχ , εφόσον χ < ^/χ. και για το λόγο αυτό πολλά προβλή¬ 
ματα της Θεωρίας Αριθμών επιλύονται με βάση τη συνθήκη αυτή. Το 
περίφημο θεώρημα των δΐθ8θ1-\ν&Ι&ίζ (1936) εκφράζει ότι για κάθε δο¬ 
σμένο Α, ισχύει το ομοιόμορφο φράγμα χ < Ιο^^χ, 

Το 1974 απονεμήθηκε στον Ε. ΒοπιΗϊοπ το ΡιθΜη Μβό&Ι για την εργασία 
του πάνω σε ένα αξιοσημείωτο θεώρημα (1965) στο οποίο αποδεικνύεται 
ότι υπάρχει ένα είδος ομοιομορφίας ως προς το κ, όταν παίρνει τιμές 
έως το \/χ. Από τότε το θεώρημα αυτό του Βοιηόϊοπ αντικατέστησε τη 
Γενικευμένη Υπόθεση του ΚϊεπίΗηη σε πάρα πολλές αποδείξεις αποτελε- 
μάτων, σχετικών με πρώτους, τα οποία πλέον δεν έχουν συνθήκες. 

4.3 Η μέθοδος των Ηατ(1γ-Ι,ϋί1θ\νοο(1 

Καμμία μέλετη της Θεωρίας Αριθμών δεν μπορεί να παραβλέψει τη μέ¬ 
θοδο των 11 ίΐΓΐΙγ-Γΐί 11οινοοιΐ, η οποία είναι μία πολύ ισχυρή αναλυτική 
μέθοδος με πολλές εφαρμογές στην προσθετική Θεωρία Αριθμών. Θα 
την περιγράψουμε μέσα από την επιτυχή εφαρμογή της σε τρία περίφημα 
προβλήματα με τα οποία ωστόσο δεν ασχοληθήκαμε στα προηγούμενα 
κεφάλαια. Αυτά είναι 

1. Η εκτίμηση της συνάρτησης διαμέρισης. 

2. Οι εικασίες του ΟοΙιΙόίκΊι. 

3. Το πρόβλημα του \ν&πιΐ£. 

4.3.1 Η συνάρτηση διαμέρισης ρ(ν). 

Το πρώτο βασικό πρόβλημα της προσθετικής θεωρίας αριθμών είναι η 
μελέτη της συνάρτησης διαμέρισης ρ(ν), που η τιμή της ισούται με το 
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πλήθος των διαμερίσεων του φυσικού αριθμού ν. Ως διαμέριση του ν 
θεωρούμε την αναπαράστασή του ως άθροισμα φυσικών αριθμών, επι¬ 
τρέποντας επαναλή'}/εις του ίδιου προσθετέου, χωρίς να παίζει ρόλο η 
διάταξη των προσθετέων. Για παράδειγμα έχουμε ότι ρ(5) = 7, αφού το 
5 έχει τις εξής διαμερίσεις: 5, 4+1, 3+2, 3+1 + 1, 2+2+1, 2+1 + 1 + 1, 
1+1 + 1+1 + 1 . 

Ο ΕιιΙργ συνειδητοποίησε ότι το κλειδί στη μελέτη της συνάρτησης 
διαμέριση; ρ(ν) είναι η χρήση δυναμοσειρών και απέδειξε ότι αν ρ(0) = 1, 
τότε: 

Γ(χ) * £ Μ»)*· - Π Γ^Γ· 

ν=1 π>= 1 1 χ 

Η ιδέα ήταν ότι αποτελέσματα σχετικά με την ρ(ν) θα προκύπτουν από 
τη μέλετη της γεννήτριας συνάρτησης ^(χ). 

Ο ΕιιΙργ βρήκε επίσης τον “τύπο του πενταγώνου", ο οποίος εκφράζει 
την ρ(ν) ως άθροισμα διαφόρων τιμών ρ{σι} με τη < ν. Ωστόσο, ο τύπος 
αυτός μπορεί να εφαρμοσθεί μόνο για πολύ μικρές τιμές του ν (το ρ( 100) 
υπολογίσθηκε μόλις στον αιώνα μας). 

Είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον ότι ο ΕιιΙργ δεν προσπάθησε να εκτιμήσει την 
ρ(ν), παρ’ όλο που θα ήταν εύκολο να οδηγηθεί στα φράγματα: 

2 ν * < ρ(ν) < ν 1ν/ \ για ν > 1. 

Στην περίφημη συνεργασία τους, στις αρχές του αιώνα, οι Ο. Η. Ηιιπίν 
και 8. ΗΛτη«ιηυ)«ιη. μελέτησαν σε βάθος τις εκτιμήσεις, ακόμα και τον 
υπολογισμό της ρ(ν), για μεγάλα ν. Με στοιχειώδεις μαθηματικές γνώ¬ 
σεις απέδειξαν ότι: 


1ο&ρ(ν) ~ π 



όταν ν 


οο. 


Ανακάλυψαν μία πρωτότυπη μέθοδο αντιμετώπισης του προβλήματος με 
αναλυτικές συναρτήσεις και χρησιμοποίησαν ασυαπτωτικές σειρές για 
να υπολογίσουν την ρ(ν). Αντικατέστησαν τη μεταβλητή χ στη γεννή¬ 
τρια συνάρτηση, με μιγαδική μεταβλητή ζ και θεώρησαν τη συνάρτηση 
Γ{ζ)/ζ ν *\ η οποία έχει πόλο (ν + 1)-οστής τάξης στο σημείο 2 = 0 , 
γνωρίζοντας ότι το ολοκληρωτικό υπόλοιπο του πόλου αυτού είναι ακρι¬ 
βώς ρ(ν). Χρησιμοποιώντας το θεώρημα ολοκληρωτικών υπολοίπων του 
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Οβικ ίιν προκύπτει ότι: 





όπου Ο είναι μία απλή, κλειστή καμπύλη που περιέχει το 0 και βρίσκεται 
μέσα στον μοναδιαίο κύκλο |ζ| < 1 Για να υπολογίσουν το ολοκλήρωμα 
αυτό, θεώρησαν το Ο ως κύκλο πολύ κοντά στον μοναδιαίο κύκλο τον 
οποίο χώρισαν σε τόξα που βρίσκονταν κοντά στις ανωμαλίες της Γ(ζ), 
οι οποίες είναι οι ρίζες της μονάδας πετυχαίνοντας έτσι ένα ασυμπτωτικό 
ανάπτυγμα της ρ(ν). 

Μία σειρά από διάσημες εργασίες των Ηλγ(Ι)' και ϋΐΐΙιηνοοίΙ γύρω 
στο 1920, ανέπτυξαν τις προηγούμενες ιδέες στη μορφή μίας ισχυρής 
μεθόδου, επονομαζόμενη “η μέθοδος του κύκλου”, με βάση την οποία 
το 1937 ο Η. ΠίκΙβιιίΑίΙιοΓ τροποποίησε τον αρχικό ισχυρισμό των Ηηηΐν- 
ΚΛίπβηαϊβη και πέτυχε την έκφραση της ρ(ν) σε μορφή συγκλίνουσας 
σειράς, ως εξής: 




00 


Σ --Μ ν )ν^ 


<1 



όπου: 


κοα 


.-Μν) 


Σ ρχ ρ 

0<Λ<*: (Λ,χ)·=1 


ίκΐ$(Λ, χ) 




ψ(Α) = λ - [λ] - 

ΙΙαρ' όλο που ο τύπος αυτός φαίνεται ιδιαίτερα πολύπλοκος, η χρήση 
του είναι σχετικά απλή. Για παράδειγμα, μία εικασία του Ηίΐιηηηιήίΐη 
εμφάνιζε ότι 6857 | ρ(3724). Εύκολα υπολογίζει κανείς ότι: 


ρ(3724) = 36908841050155704146232 47841 191977 

5079872100078323221721160866875 = 

= 6875 · 5368496072953751485429059512010581934 
39541829574286795805217. 
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που αποδεικνύει την ορθότητα της εικασίας του Κ;ιιη;ιηιή;ιιι. Ο ιδιοφυής 
αυτός τύπος της συνάρτησης ρ(ν) αποτελεί το σημαντικότερο αποτέλε¬ 
σμα της “μεθόδου του κύκλου". 

4.3.2 Το πρόβλημα του Οο1ί11>Ηΐ:1ι 

Το πρόβλημα του (2ο1<11>&ο1ι είναι ένα ακόμα πρόβλημα που ταλαιπώρησε 
τους μαθηματικούς για αιώνες. Το 1742 ο ΟοΜόίκΊι έστειλε στον ΕαΙιτ 
την περίφημη εικασία: “Κάθε άρτιος αριθμός μεγαλύτερος του 4 είναι 
άθροισμα δύο περιττών πρώτων". 

Ο ΟοΙ<11>ίΜ·1ι παρατήρησε ότι τότε θα ισχύει και το αντίστοιχο δυΐκό πρό¬ 
βλημα, δηλαδή ότι: “κάθε περιττός αριθμός μεγαλύτερος του 7 γράφεται 
ως άθροισμα τριών περιττών πρώτων". 

Αριθμητικοί πειραματισμοί δείχνουν ότι οι εικασίες του Οο1<11>ίΐο1ι 
ισχύουν σχεδόν σίγουρα. Ωστόσο, ήταν ιδιαίτερα δύσκολο να αποδει- 
χθούν καθώς αποτελούν προβλήματα της προσθετικής θεωρίας Αριθμών 
που εμπλέκουν πρώτους. Έως την εμφάνιση της μεθόδου των Η«π1)- 
Εϊΐΐΐθίνυοιΐ, δεν υπήρχε κανένας τρόπος αντιμετώπισης του προβλήματος. 

Το 1937 ο I Μ. ΥίηοκΓίυΙον χρησιμοποιώντας τη μέθοδο του κύκλου, 
ολοκλήρωσε την απόδειξη της δεύτερης εικασίας του Ουίιΐΐκκίι αποδει- 
κνύοντας ότι κάθε αρκετά μεγάλος περιττός φυσικός (μεγαλύτερος του 
10* 3ΜΟ ) γράφεται ως άθροισμα τριών περιττών πρώτων. Για τους υπόλοι¬ 
πους φυσικούς μικρότερους του ΙΟ 43000 , η απόδειξη ήταν πλέον εμπειρική. 
Ωστόσο, η μέθοδος των Ηηιόν και Γίΐΐ1ι?\νοοι1 ήταν ανεπαρκής για την 
απόδειξη της 1ης εικασίας του ΟοΙόΚβεΙι, καθώς αποδείχθηκε τελικά ότι 
“σχεδόν όλοι” οι άρτιοι αριθμοί γράφονται ως άθροισμα δύο πρώτων. 
Ένα άλλο σημαντικό αποτέλεσμα προέκυψε το 1973 από τον .Ι.Κ. Οιοιι 
που απέδειξε ότι κάθε μεγάλος άρτιος αριθμός γράφεται ως άθροισμα 
ενός πρώτου και ενός άλλου αρ.θμού, ο οποίος έχει το πολύ δύο πρώ¬ 
τους διαιρέτες. Ο Οιοιι απέδειξε επιπλέον ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι 
ρ τέτοιοι ώστε ο ρ + 2 είτε είναι πρώτος, είτε έχει μόνο δύο πρώτους 
διαιρέτες. Πρέπει επίσης να αναφέρουμε ότι το 1930, ο Ε. 3οΗηίτβ1ηΐβηη 
δημιούργησε μία θεωρία πυκνότητας με την οποία κατέληξε στο συμπέ¬ 
ρασμα ότι το σύνολο των φυσικών που γράφονται ως άθροισμα δύο πρώ¬ 
των έχει θετική πυκνότητα 5<Ίιηίιο1πιηηη, οπότε κατέληξε ότι υπάρχει 
σταθερά ο τέτοια ώστε κάθε φυσικός γράφεται ως άθροισμα το πολύ ε 
πρώτων. Το πάνω φράγμα της σταθεράς ο μέχρι σήμερα είναι 9. 
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4.3.3 Το πρόβλημα του \Υ»πηβ 

Ακόμα και ο Διόφαντος {250 π.Χ.) γνώριζε όχι κάθε φυσικός γράφεται 
ως άθροισμα τεσσάρων τέλειων τετραγώνων, και φυσικά γνώριζε ότι 
υπέρχαν αριθμοί, όπως ο 7, για τον οποίο απαιτούνται ακριβώς τέσσερα 
τέλεια τετράγωνα. Κανείς ωστόσο δεν έθεσε το αντίστοιχο πρόβλημα για 
άθροισμα κύβων ή μεγαλύτερων δυνάμεων έως το 1770. όταν ο ΥΥ’ηππ^, 
διετύπωσε τον “προκλητικό ισχυρισμό ότι γνώριζε όλες τις απαντήσεις. 
Πιο συγκεκριμένα, ο \Υ'ίΐπιι§ διετύπωσε ότι “κάθε φυσικός γράφεται ως 
άθροισμα 4 τετραγώνων, 9 κύβων, 19 τετάρτων δυνάμεων, κ.ο.κ.” Ο 
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Το 1893, ο \νΠΓθπε1ι απέδειξε ότι κάβε φυσικός αριθμός γράφεται ως 
άθροισμα 9 κύβων. οπότε ^(3) = 9. £τη συνέχεια, το 1909 ο Ε. ΕηηΟηα 
απέδειξε ότι κάθε μεγάλος αριθμός γράφεται ως άθροισμα 8 κύβων και το 
1942 ο Υ. Υ Γ . ϋηηϋί απέδειξε ότι 7 κύβοι είναι αρκετοί. Αν συμβολίσουμε 
με 6’(λ) τον ελάχιστο αριθμό 5 για τον οποίο το πρόβλημα του \\λππ§ 
είναι επιλύσιμο για μεγάλους φυσικούς ν, τότε οι Εαικίαιι και Ι.ϊηηίΐί 
απέδειξαν ότι (7(3) < 8 και 67(3) < 7, αντίστοιχα. 

Για τις τέταρτες δυνάμεις ας θεωρήσουμε αρχικά ν < 81 = 3*, οπότε 
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μόνο το 2 4 και το I 4 , οπότε δεν είναι 
δύσκολο να εξακριβώσουμε ότι ο 79 χρειάζεται 19 τέταρτες δυνάμεις για 
να αναπαρασταθεί ως άθροισμά τους: 

79 = 2* + 2 4 + 2 4 + 2 4 15 · I 4 . 


Ωστόσο, το αναμενόμενο αποτέλεσμα ότι <?(4) = 19, αποδείχθηκε μόλις 
το 1989. 

Δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολη η γενίκευση της προηγούμενης μεθόδου 
ώστε να καταλήξουμε σε ένα κάτω φράγμα της <?(κ). Για δοσμένο κ, 
θεωρούμε τον αριθμό ν = η ■ 2* - 1, όπου ο ι/ επιλέγεται όσο το δυνατόν 
μεγαλύτερος με βάση τον περιορισμό ν < 3 Χ . 

Τότε έχουμε ότι: 



οπότε ο ν = {η - 1)2* + (2* - 1) · 1*. γράφεται ως άθροισμα το λιγότερο 
(2 Χ 4- ί/ - 2) κ-οστών δυνάμεων. Επομένως: 

9(*)>2«+ [(?)]- 2 

και η ισότητα ισχύει για όλα τα κ > 2. 

Το 1909 ο ϋ. ΗΠβθΓΐ απέδειξε την ύπαρξη του $ για κάθε κ, δηλαδή 
ότι ς{χ) < οσ, αλλά ήταν πολύ δύσκολο να πετύχει ένα πάνω φράγμα 
του #(κ) με τη μέθοδο που χρησιμοποίησε. 

Οι Η&κίν και ϋΐΐίοινοοό με τη μέθοδο του κύκλου έδωσαν μία νέα 
απόδειξη του θεωρήματος του ΗίΙόθΐΊ. Εφαρμόζοντας μία βελτιωμένη 
μορφή της μεθόδου των 11 ηγιΙ ν και Γίιιΐονοοιΐ, ο Υ'πιθ£πκ1ον πέτυχε ένα 
άνω φράγμα για την (7(κ), το οποίο ήταν μικρότερο από την αναμενόμενη 
τιμή της ^(κ). Αυτό το αποτέλεσμα απετέλεσε τα θεμέλια αριθμητικών 
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υπολογισμών που οδήγησαν στην πλήρη σχεδόν απόδειξη της αρχική; 
εικασίας του \ν&ηη£ και η τιμή της ρ{χ) είναι πλέον γνωστό ότι δίνεται 
από την αναμενόμενη τιμή για αρκετά μεγάλα κ. Επιπλέον, για κάθε δο¬ 
σμένο κ, είναι εύκολο να εξακριβωθεί η μέθοδος εύρεσης του ς(χ) από 

την εικασία, με τη μελέτη του κλασματικού μέρους του . Συνδυά¬ 
ζοντας τα αποτελέσματα αρκετών μαθηματικών, γνωρίζουμε πλέον ότι 
αν ισχύει ότι 



όπου {θ} είναι το κλασματικό μέρος του θ , τότε ισχύει ο αναμενόμενος 
τύπος για το (/(χ ). Αφού το δεξί μέλος της ανισότητας φθίνει εκθετικά ως 
προς κ, δεν είναι περίεργο να βρεθεί αντιπαράδειγμα για την ανισότητα 
αυτή. Ο Κ. ΜηΙιΙογ απέδειξε το 1957 ότι υπάρχει το πολύ πεπερασμένο 
πλήθος τέτοιων αντιπαραδειγμάτων ή ακόμα και κανένα. Δυστυχώς, 
για τεχνικούς λόγους, ο προσδιορισμός του <?(κ) για κάθε κ, δεν έχει 
ακόμη αναχθεί σε πεπερασμένου πλήθους αριθμητικούς υπολογισμούς. II 
τιμή του $(χ) εξαρτάται κυρίως από την αναπαράσταση μερικών μικρών 
φυσικών αριθμών, αλλά η μελέτη των περιπτώσεων κ = 4,5 δεν είναι 
καθόλου τετριμμένη. Ο «I. Η. Οΐιοη το 1903 και οι Π. Β«1».Ηυ1>ΓΗΐηΗηίΗη 
και .1. Μ. 0(*ί»Ηοιή1Ι(*Γ5 το 1989 απέδειξαν αντίστοιχα τα αναμενόμενα 
αποτελέσματα </{5) = 37 και #(4) = 19. Η έρευνα σήμερα σχετικά με το 
πρόβλημα του \ν»ήηβ περιορίζεται στην εκτίμηση του 6’(κ), μόνο για 
κ = 2 και 4. 


4.4 Η Μέθοδος του Κόσκινου 

Στο Ιο Κεφάλαιο παρουσιάσαμε το κριτήριο της ρίζας το οποίο μπορεί 
να χρησιμοποιηθεί ως μέθοδος διαχωρισμού των πρώτων ρ < γ από τους 
σύνθετους, η οποία είναι γνωστή και ως κόσκινο του Ερατοσθένη. Η 
ιδέα είναι ότι η διαγραφή από μία λίστα με όλους τους αριθμούς έως τον χ, 
των πολλαπλασίων όλων των πρώτων ρ < χ , οπότε οι εναπομείναντες 
αριθμοί θα είναι όλοι πρώτοι. Πολλές επεκτάσεις αυτής της μεθόδου είναι 
γνωστές και σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε μερικές. 

Ο Εοβοικίτο το 1790 εφάρμοσε την αρχή Εγκλεισμού-Αποκλεισμού 
της Συνδυαστικής και οδηγήθηκε στο κόσκινο των Ερατοσθένη-ΕοβοηόΐΌ, 
το οποίο μας δίνει έναν τύπο για τον υπολογισμό του χ(χ) με γινόμενα 
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από αθροίσματα πρώτων ρ < \/τ. Ο τύπος αυτός ήταν ανεπαρκές όπως 
διεπίστωσε και ο ίδιος ο ΕρβμκΙγθ, δοκιμάζοντας τον για διάφορες τιμές 
του χ < 400000. Η δυσκολία έγκειται στο ότι υπάρχουν πάρα πολλοί 
όροι στον τύπο, για πρώτους ρ < γ/χ. Το 1871 ο Ε. Ο. Ρ. ΜβίδδοΙ 
είχε την ιδέα να περιορισθούμε έως την ψχ και να δημιουργηθεί μία νέα 
διαδικασία απόρριψης των συνθέτων αριθμών που περισσεύουν. 

Οι σύνθετοι αυτοί αριθμοί που θα είναι μικρότεροι του χ, θα έχουν 
ακριβώς δύο πρώτους παράγοντες μεγαλύτερους του χ/χ, καθώς αν είχαν 
τρεις θα ξεπερνούσαν τον χ. Ο Μεικτοί χρησιμοποίησε τον τύπο του για 
να υπολογίσει τον π(χ) για χ = 10 6 , 10 7 , ΙΟ 8 και ΙΟ 9 , παρ' όλο που έκανε 
λάθος για την τελευταία τιμή. 

Ο ΜθίδδβΙ, όμως, ουσιαστικά τροποποίησε το άθροισμα του ίβ^βικίτε 
και απείχε ουσιαστικά από τη μορφή του κοσκίνου που αναπτύχθηκε 
κατά τη διάρκεια του αιώνα μας. Το 1920 ο V. Βηιιι κατασκεύασε ένα 
κόσκινο χρησιμοποιώντας αρκετά αποτελέσματα της Συνδυαστικής. Το 
νέο στοιχείο είναι ότι το κόσκινο περιέχει παραμέτρους, οι οποίες δίνουν 
τη δυνατότητα επίτευξης άνω και κάτω φραγμάτων για το πλήθος των 
πρώτων που περιέχονται σε κάποιο διάστημα. 

Με βάση αυτή την ιδέα, ο Βπιη απέδειξε ότι το πλήθος των διδύμων 
πρώτων μέχρι το χ είναι το πολύ Οχ/(Ιοβχ) 2 για κάποια σταθερά €. 
Δυστυχώς είναι πολύ δύσκολο να καταλήξουμε σε ικανοποιητικά κάτω 
φράγματα, και ακόμη δεν έχει αποδειχθεί ότι η συνάρτηση απαρίθμη¬ 
σης των δίδυμων ερώτων είναι μη φραγμένη. Ωστόσο, το προηγούμενο 
αποτέλεσμα οδήγησε στο ενδιαφέρον συμπέρασμα ότι το άθροισμα 52 ^ 
με ρ να ανήκει στους δίδυμους πρώτους αποτελεί συγκλίνουσα σειρά, 
ενώ γνωρίζουμε ότι η αντίστοιχη σειρά για όλους τους πρώτους ρ είναι 
αποκλίνουσα. 

Το 1950 απονεμήθηκε το ΡώΙιΙδ Μιχίβΐ στον Λ. 5ο)1κτ§ για την εργα¬ 
σία του πάνω στη θεωρία Αριθμών και ειδικότερα στον σχηματισμό του 
κόσκινου του 5ι?11)ΐ·ιφ;. Εκτός του ότι ήταν απλούστερο στη χρήση από το 
κόσκινο του Βπιη, το νέο αυτό κόσκινο έδινε καλύτερα αποτελέσματα, 
ειδικότερα όταν απαιτούνταν άνω φράγματα. Μάλιστα, η μέθοδος του 
8 οΙ6ργ§ οδηγούσε στα βέλτιστα άνω φράγματα, υπό την προϋπόθεση ότι 
κάποιες παράμετροι είναι δυνατόν να προσδιορισθούν. Παρ' όλο που η 
εύρεση κάτω φραγμάτων παρέμεινε δύσκολη, η μέθοδος του 5<ΊΒβΓ£ σε 
συνδυασμό με άλλες ιδιοφυείς παρατηρήσεις, οδήγησαν σε εντυπωσιακά 
αποτελέσματα, όπως το θώρημα του ΟΗοη για τους πρώτους, που είδαμε. 
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Τη δεκαετία του 1950, οι Υυ.ν. Ι^ίηηϊΙε και Α. Κρηνΐ έθεσαν τα θε¬ 
μέλια για τΐ) δημιουργία του “μεγάλου κόσκινου” των Κ. Γ. ΙίοΐΗ κ.ά., 
στα τέλη της δεκαετίας του 1960. Το μεγάλο κόσκινο αποτελεί μία χρή¬ 
σιμη ανισότητα που μας δίνει φράγματα για τη μέση τιμή και την τυπική 
απόκλιση της κατανομής των αριθμών σε διάφορες κλάσεις ισοϋπολοί- 
πων. Το θεώρημα του Βοιηόίιτί απετέλεσε τον προπομπό όλων αυτών 
των επιτευγμάτων, 

4.5 Ιΐροσεγγιστικές μέθοδοι, Διοφαντικές εξι¬ 
σώσεις και υπερβατικοί αριθμοί 

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε τις εξελίξεις της θεωρίας Αριθ¬ 
μών στον τομέα των προσεγγιστικών μεθόδων, των διοφαντικών εξισώ¬ 
σεων και των υπερβατικών αριθμών. Υπενθυμίζουμε ότι ένας αλγεβρι¬ 
κός αριθμός ν-οστοό βαθμού είναι η ρίζα μίας πολυωνυμικής εξίσωσης 
ν-οστής τάξης με ακέραιους συντελεστές. Επομένως οι ρητοί αριθμοί 
είναι αλγεβρικοί αριθμοί πρώτου βαθμού, η χρυσή τομή {1 + \/5)/2 εί¬ 
ναι αλγεβρικός αριθμός δευτέρου βαθμού. Υπερβατικός ονομάζεται ο 
αριθμός που δεν είναι αλγεβρικός. 

4.5.1 Προσεγγίσεις αρρήτων με ρητούς 

Έστω 6 ένας άρρητος αριθμός. Για κάθε θετικό ακέραιο ι/, υπάρχει 
ακέραιος ι έτσι ώστε το σφάλμα της ρητής προσέγγισης χ/μ του θ να 
ικανοποιεί τη σχέση: 



Πράγματι, αρκεί να θέσουμε χ = [ι/θ], οπότε το </θ - χ είναι το κλα¬ 
σματικό μέρος του ί/θ, οπότε είναι μικρότερο του 1. Ένα ερώτημα που 
προκύπτει άμεσα είναι αν είναι δυνατό να αναζητήσουμε μία καλύτερη 
προσέγγιση, βρίσκοντας ένα καλύτερο φράγμα του σφάλματος για κα¬ 
τάλληλες τιμές του ι/. Με άλλα λόγια, υπάρχουν άπειρα κατάλληλα κλά¬ 
σματα χ/ί/, τέτοια ώστε 
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προσέγγιση, βρίσκοντας ένα καλύτερο φράγμα του σφάλματος για κα¬ 
τάλληλες τιμές του ι/. Με άλλα λόγια, υπάρχουν άπειρα κατάλληλα κλά¬ 
σματα χ/ί/, τέτοια ώστε 
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όπου χ δοσμένη παράμετρος μεγαλύτερη του 1. 'Οταν ισχύει το προη¬ 
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ότι αν ο θ είναι αλγεβρικός αριθμός βαθμού ν > 2, τότε υπάρχει θετική 
σταθερά ε = ο(0), τέτοια ώστε: 



χ 

V 


ε χ 

> — για κάθε κλάσμα - 

ν ν V 


Ο Εΐουνίΐΐθ χρησιμοποίησε το θεώρημά του για να κατασκευάσει ανα¬ 
λυτικά υπερβατικούς αριθμούς. Η ιδέα που χρησιμοποίησε ήταν ότι αν 
ένας αριθμός προσεγγίζεται σε αυθαίρετη τάξη, τότε δε μπορεί να είναι 
αλγεβρικός και έδωσε ως παράδειγμα έναν ^αριθμό του Εϊοανϊΐΐβ" τον 






Αργότερα, ο Οϋΐιΐοε το 1875 απέδειξε ότι σχεδόν όλοι οι αριθμοί 
είναι υπερβατικοί χωρίς να κατασκευάσει ουσιαστικά κανένα! Το ότι 
οι αριθμοί ε και π είναι υπερβατικοί αποδείχθηκε από τον ΗβπηϊΙβ το 
1881 και τον Εΐηάεπη&ηη το 1885 αντίστοιχα, οδηγώντας τον Ηϊίθεπ 
να εισάγει δύο αντίστοιχα προβλήματα στα περίφημα 23 που πρότεινε για 
τον 20ο αιώνα. 

Το θεώρημα του ΟΐΓίοΙιΙοί εκφράζει ότι το θεώρημα του ΕίοιινϊΙΙβ 
ισχύει κατά βέλτιστο τρόπο όταν ν = 2. ενώ όταν ν > 2 είναι δυνατόν 
να γίνουν βελτιώσεις. Με άλλα λόγια, για έναν αλγεβρικό αριθμό θ 
βαθμού ν > 2, και 2 < χ < ν, αναρωτιόμαστε αν υπάρχει ε = ο(0, χ) > 0 
τέτοιο ώστε, για κάθε κλάσμα χ/ΐ/, να έχουμε ότι: 

ε 

> — . 

V* 

Ο Α. ΤΗυε, το 1908, έδωσε μία πρώτη βελτίωση του θεωρήματος του 
Εϊοανίΐΐο αποδεικνύοντας την ύπαρξη των ο(θ, χ) όταν : 

χ + 1 < χ < ν. 

2 




168 


II εζέλιξη της θεωρίας των Αριθμών 


Το θεώρημα του ΤΗυε βελτιώθηκε ακόμη από τους 0. Ε. δΐο^θΐ το 1921 
και Γ. Ογδοη το 1917 σε κ > 2^/ν και κ > ν/2ν, αντίστοιχα. Το 
1858 στον Κ. Γ. ΚοίΗ απονεμήθηκε το ΡίοΙιΙδ ΜιίΙηΙ για την ιδιοφυή του 
μέθοδο που οδήγησε στην εντυπωσιακή βελτίωση κ > 2 (1955), η οποία 
είναι η βέλτιστη κατά το θεώρημα του Οΐπείιΐβΐ,. Ωστόσο, η μέθοδος αυτή 
ασχολείται μόνο με την ύπαρξη και όχι με την κατασκευή του ε(0, κ). 

4.5.2 Διοφαντικές εξισώσεις 

Ο Τΐιιιο συνειδητοποίησε ότι με μία βελτίωση του θεωρήματος του ΙΛου- 
νίΐΐβ αποδεικνύεται ότι η διοφαντική εξίσωση; 

α ν χ ν + ν ν .\Χ ν ~ Χ )} + ... + α 0 ί/ ν = τη, 

όπου α,, ηι είναι ακέραιοι και το πολυώνυμο είναι ανάγωγο, έχει πεπερα¬ 
σμένο το πλήθος λύσεις. Ο ΤΙιιιο απέδειξε μόνο ότι μία τέτοια εξίσωση 
έχει πεπερασμένο πλήθος λύσεων, χωρίς να καταφέρει να βρει φράγματα 
του πλήθους των λύσεων αυτών. Το στοιχείο αυτό έκανε δύσχρηστο 
το αποτέλεσμά του, για παράδειγμα μπορούμε να αποδείξουμε ότι μία 
διοφαντική εξίσωση έχει το πολύ δύο λύσεις, ενώ ουσιαστικά δεν έχει 
καμμία. 

Στο 10ο πρόβλημα που πρότεινε ο Ηίίθοπ, ρωτούσε αν υπάρχει αλγό¬ 
ριθμος επίλυσης οποιασδήποτε πολυωνυμικής διοφαντικής εξίσωσης. Μετά 
από πάρα πολλές προσπάθειες ξεχωρίζοντας την εργασία της Τ ίΐυθΐιι- 
5οη στη δεκαετία του 1950-ο Υιι. ΜίΐΙίνβδονϊε (1970) απέδειξε ότι η 
απάντηση είναι αρνητική. 

4.5.3 Υπερβατικοί αριθμοί 

Το 7ο Πρόβλημα του ΗίΙθοΠ ασχολείται με την υπερβατικότητα διαφό¬ 
ρων αριθμών, όπως ο ε· + π, η σταθερά γ του ΕιιΙογ, καθώς επίσης και 
μία κλάση αριθμών της μορφής όπου α, β είναι αλγεβρικοί αριθμοί, 
με α Φ 0,1, και β άρρητο. Ειδικότερα, ο ΗΐΙΙιβΠ ζητούσε την απόδειξη 
της υπερβατικότητας των = (-1)* και 2 ν '\ η οποία έγινε από τους Α. 
Ο. ΟοΙΓοηιΙ (1929) και Κ. Καδίηΐη (1930), αντίστοιχα. 

Η επίλυση του γενικότερου προβλήματος του α· 5 έγινε ανεξάρτητα 
από τους ΟρΙΓοικΙ και Τ. 5ιΉηΐ«*<ΐ€Γ το 1934. Το 1970 απονεμήθηκε το 
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Ρΐο1<ΐ8 Μβίΐ&ΐ στον ΑΙ&η ΒλΚογ για την εργασία του στη βελτίωση του 
θεωρήματος του Τΐιικ* και τη γενίκευση του θεωρήματος των Οβίίοηιΐ- 
δοΗηβϊ&Γ. θεωρώντας γραμμικές μορφές με μεταβλητές λογαρίθμους, 
απέδειξε ότι αν οι «ι, α 2 ,..., α> είναι αλγεβρικοί αριθμοί, διάφοροι των 
0 και 1, και βι,βΐ ,... ,/3 ν είναι αλγεβρικοί αριθμοί, οι οποίοι μαζί με το 
I είναι γραμμικά ανεξάρτητοι στο σύνολο των ρητών, τότε ο αριθμός 

*?' · «? · · · . ■ αζ' είναι υπερβατικός. 


4.5.4 Σχετικά Αποτελέσματα 

Ένα πολύ γνωστό αποτέλεσμα του ΕπΙργ ήταν ότι: 


0*> * Σ ? - 



και η γενίκευσή του: 


ί(2ν) = |β 2ν 


(2π)»» 

2 - (2ν)!’ 


όπου β· 2 ν είναι οι αριθμοί Βρπιυιιΐΐΐ. Λίγα πράγματα ωστόσο είναι γνω¬ 
στά για το ζ(2ν + 1). Ο Π. ΑρβΓν το 1978 απέδειξε ότι ο ζ(3) είναι 
άρρητος. Ωστόσο, δεν υπάρχει ανάλογη απόδειξη για το ζ(5). Ένα 
εκπληκτικό αποτέλεσμα του Κ. ΜαΗΙογ το 1953 εκφράζει ότι: 

1 

> -ττ’ Υ ί3 V > ι · 

V * 2 

Από αυτό προέκυψε το ερώτημα της εύρεσης της βέλτιστης τιμής του κ 
για την οποία η ανισότητα 



π 



1 



έχει πεπερασμένο πλήθος λύσεων. Πρόσφατα αποτελέσματα έδωσαν ως 
αποδεκτή λύση την κ = 14. 

Όπως αναφέραμε προηγουμένως, θεωρώντας τα κλασματικά μέρη 
του (3/2)* , ο ΜαΗΙβΓ το 1957 απέδειξε επίσης ότι ο αναμενόμενος τύπος 
για την $(χ) στο πρόβλημα του Νν&πιΐβ ισχύει για αρκετά μεγάλες τιμές 
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του χ. Δυστυχώς, η απόδειξή του στηρίχθηκε σε μία παραλλαγή του 
θεωρήματος του ΠπΐΗ, οπότε το πρόβλημα του \Υίΐπιΐ£ δεν ανάγεται σε 
υπολογισμούς. 

Ο Η. Τίϊιΐριηπη το 1976 εφάρμοσε τη μέθοδο του Βη1«*γ και βρήκε 
φράγματα του πλήθους των λύσεων αρκετών εκθετικών διοφαντικών εξι¬ 
σώσεων. Ειδικότερα, υπήρχε μία περίφημη εικασία του Οβίαΐ&η, ότι το 
8 και το 9 είναι οι μοναδικοί διαδοχικοί αριθμοί, οι οποίοι είναι δυνά¬ 
μεις φυσικών, οπότε οι αριθμοί τ - 3, ν - 2, α = 2. β = 2 πρέπει να 
αποτελούν τη μοναδική λύση της εκθετικής διοφαντικής εξίσωσης: 

X* = + 1, όπου α > 1, β > 1. 

Ο Τϊ.)(1οιη&η ανήγαγε την εικασία του Ο&Ι&Ιαπ σε απλή επαλήθευση με 
αριθμητικούς υπολογισμούς οι οποίοι ωστόσο είναι πάρα πολλοί. 

4.6 Αριθμητικές συναρτήσεις και εκτιμήσεις 
εκθετικών αθροισμάτων 

Πολλά προβλήματα της θεωρίας Αριθμών ασχολούνται με τη συμπερι¬ 
φορά διαφόρων αριθμητικών συναρτήσεων, όπως του μέγιστου πρώτου 
διαιρέτη ενός φυσικού ν ή του πλήθους των πρώτων διαιρετών του ν. 
Η μελέτη τέτοιων συναρτήσεων οδηγεί συχνά στην εκτίμηση εκθετικών 
αθροισμάτων η οποία αποτελεί σύγχρονο πεδίο έρευνας, όπως φαίνεται 
στο ακόλουθο παράδειγμα. 

Εστω δ(ν) το πλήθος των διαιρετών του ν. Η συμπεριφορά της συ¬ 
νάρτησης αυτής είναι ανορθόδοξη, π.χ. δ(ρ) = 2, για ρ πρώτο, ενώ το 
<5(2*) = χ + 1 γίνεται οσοδήποτε μεγάλο. Για να εξομαλύνουμε τις 
αποκλίσεις αυτές θεωρούμε τα αθροίσματα τα οποία εκφράζουν ότι η 
δ(ν) έχει “μέση τιμή” κοντά στο Ιο^ν. Ειδικότερα, ο Οίποΐιΐοΐ το 1841 
απέδειξε ότι, όταν χ —► οο, τότε: 

Σ δ(ν) = χ1ο β χ + (2γ — ΐμ + Οίχ/ϊ), 

ν<χ 

όπου γ είναι η σταθερά του ΕπΙογ. 

Η απόδειξη βασίζεται στο γεγονός ότι το δ(ν) είναι το πλήθος των 
λύσεων της εξίσωσης ν = αβ, και το άθροισμα περικλείει τα συνδεσμικά 
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σημεία (σημεία του επιπέδου με ακέραιες συντεταγμένες) (α,/3) που ικα¬ 
νοποιούν ότι χβ < χ. Με άλλα λόγια, το πρόβλημα αφορά στην εκτίμηση 
του πλήθους των συνδεσμικών σημείων που περιέχονται σε μία υπερβολή. 

Οι αριθμοί οι οποίοι εκφράζονται ως άθροισμα δύο τετραγώνων είναι 
σπάνιοι, με την έννοια ότι σχηματίζουν ένα σύνολο μηδενικής πυκνότη¬ 
τας μέσα στο σύνολο των φυσικών. Δηλαδή, η εξίσωση ν = ά 2 +β 2 είναι 
επιλύσιμη μόνο όταν ο ν ανήκει σε ένα ειδικό “λεπτό" σύνολο. Ωστόσο, 
όταν η εξίσωση αυτή είναι επιλύσιμη, τότε υπάρχει μεγάλο πλήθος δεκτών 
λύσεων (α,β). Αν τ(ν) είναι το πλήθος των λύσεων αυτών, με α, β € Ζ , 
τότε το ε(ν) είναι τις περισσότερες φορές 0, αλλά μερικές φορές παίρνει 
αρκετά μεγάλες τιμές. Η μέση τιμή του τ(ν), βρίσκεται κοντά στο π! 
Πράγματι, ο Οίΐυδδ απέδειξε ότι: 

£τ·(ν) = πχ 4-0(ν/ϊ). 

ν<* 

Το άθροισμα αυτό εκφράζει τα συνδεσμικά σημεία (α,/3) που ανήκουν 
μέσα στον κύκλο α 2 + β 2 < χ, με ακτίνα ,/χ και εμβαδόν πχ. Δηλαδή 
ο όρος του σφάλματος αποτελεί τη διαφορά ανάμεσα στο εμβαδόν του 
κύκλου και το πλήθος των συνδεσμικών σημείων που περιέχει. 

Ένα γενικό θεώρημα που ανέπτυξε ο Μ. V. ϋππιϊΐί το 1928 εκφράζει 
ότι το πλήθος των συνδεσμικών σημείων που περιέχονται σε μία απλή, 
κλειστή καμπύλη διαφέρει από το εμβαδόν που περικλείει η καμπύλη αυτή, 
το πολύ όσο είναι το μήκος της. Ωστόσο, για τα δύο προηγούμενα 
προβλήματα οι καμπύλες που μελετήσαμε είναι ιδιαίτερα ομαλές, καθώς 
έχουν γνωστή καμπυλότητα και γεωμετρικές ιδιότητες που επιτρέπουν 
μία καλύτερη εκτίμηση σφάλματος από την 0(ν/χ)· 

Τα δύο ανωτέρω προβλήματα των ΟίηεΗΙεΙ και Ο&ιΐδ» προσδιορίζουν 
τα μέγιστα κάτω φράγματα 6 0 και θ\ των συνόλων των τιμών του θ, 
για τις οποίες ισχύουν οι εκτιμήσεις σφάλματος 0(χ 9 ) για τα προβλή¬ 
ματα αυτά. Επομένως, οι ΟιπγΗΙοΙ και Ουιΐδδ απέδειξαν αντίστοιχα ότι 

ενώ οι Ο. Γ. ΥοΓοηοΐ και ΥΥ. $ΪΡΓρίηδ1<ΐ αντίστοιχα βελτίωσαν 
τις ανισότητες σε %,θι < ^ το 1904. 

Με τις βελτιώσεις αυτές, η μέθοδος απόδειξης τροποποιήθηκε σε προ¬ 
σεκτική αριθμητική ανάλυση με εκτιμήσεις αθροισμάτων κλασματικών 
μερών. Ουσιαστικά, μελετάμε αθροίσματα περιοδικών συναρτήσεων, οι 
οποίες αναλύονται σε τριγωνομετρικά ή εκθετικά αθροίσματα και οδη¬ 
γούν σε σειρές ΡουπβΓ. 
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Αρκετά προβλήματα της Θεωρίας Αριθμών, οδηγούν σε ασυμπτωτική 
ανάλυση, όπως τα προβλήματα των ΟοΜΗαοΗ και νν&πηβ. Για το λόγο 
αυτό, έχουν αναπτυχθεί αρκετές πολύπλοκες, αλλά ισχυρές μέθοδοι αντι¬ 
μετώπισης προβλημάτων με εκθετικά αθροίσματα. 

Εκτός από τη μέθοδο του νίηο&τ&όον και ο .1.0. ν»η γΙογ θοφίιΐ το 
1922, κατασκεύασε μία πολύ καλή μέθοδο που βελτίωσε τις εκτιμήσεις 
των % και Οχ, κάτω από το 1/3. Πολλές τέτοιες βελτιώσεις έχουν γίνει, 
έως την τελευταία το 1988 από τους Η. Ινν&ιιίθο και 0.3. Μοζζοοίιί, που 
απέδειςαν ότι θ\ < 7/22. Είναι ενδιαφέρον, ότι κάθε νέο αποτέλεσμα για 
το ένα πρόβλημα, οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα για το άλλο, παρόλο που 
κανείς δεν έχει αποδείξει ότι 6ο = 6,. Οι 0. Η. Ηπηίν και Ε. Εαηόαυ 
απέδειξαν ανεξάρτητα το 1914, ότι 6^, θ\ > 1/4 και εικάζεται ότι τελικά 
% = θχ = 1/4. 

4.7 Υπολογιστική Θεωρία Αριθμών 

II θεωρία Αριθμών αποτελεί πεδίο αριθμητικών πειραματισμών, καθώς 
πολλές εικασίες της έχουν διατυπωθεί μετά από πληθώρα αριθμητικών 
υπολογισμών. Με την ανάπτυξη της τεχνολογίας, καθώς και αντίστοι¬ 
χων προγραμματιστικών πακέτων, η μελέτη μεγάλου πλήθους αριθμη¬ 
τικών δεδομένων, γίνεται ολοένα ευκολότερη και πιο αποτελεσματική. 
11 αλγεβρική θεωρία Αριθμών έχει ευνοηθεί τα μέγιστα από τις υπολο¬ 
γιστικές μεθόδους. Η αναζήτηση μιας ικανής υπολογιστικής μεθόδου, 
συχνά οδηγεί στην κατανόηση ή ακόμη και επίλυση του δεδομένου προ¬ 
βλήματος. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε τον ακόλουθο αλγόριθμο 
προσδιορισμού του αν ένας φυσικός ν > 1 είναι πρώτος ή όχι. Χρησι¬ 
μοποιώντας το κριτήριο της ρίζας, διαιρούμε διαδοχικά τον ν με έναν 
διαιρέτη δ που παίρνει τις τιμές <5 = 2,3,..., μέχρι να βρεθεί διαιρέτης, 
οπότε θα ξέρουμε ότι ο ν είναι πρώτος αν δεν έχει διαιρέτη έως ύτου 
δ 2 > ν. 

Αν ο ν είναι σύνθετος, τότε ο προηγούμενος αλγόριθμος υπολογίζει 
επιπλέον τον ελάχιστο πρώτο διαιρέτη του ν. Δυστυχώς, ο αλγόριθμος 
αυτός είναι πρακτικά αδύνατος για μεγάλες τιμές του ν. Ένα θεμελιώ¬ 
δες πρόβλημα στη θεωρία Αριθμών είναι κατά πόσο υπάρχει “εφικτός” 
αλγόριθμος για το πρόβλημα αυτό. Ο όρος “εφικτός” ωστόσο πρέπει να 
προσδιορισθεί με ακρίβεια. 
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Αρκετά προβλήματα της Θεωρίας Αριθμών, οδηγούν σε ασυμπτωτική 
ανάλυση, όπως τα προβλήματα των ΟοΜΗαοΗ και νν&πηβ. Για το λόγο 
αυτό, έχουν αναπτυχθεί αρκετές πολύπλοκες, αλλά ισχυρές μέθοδοι αντι¬ 
μετώπισης προβλημάτων με εκθετικά αθροίσματα. 

Εκτός από τη μέθοδο του νίηο&τ&όον και ο .1.0. ν»η γΙογ θοφίιΐ το 
1922, κατασκεύασε μία πολύ καλή μέθοδο που βελτίωσε τις εκτιμήσεις 
των % και Οχ, κάτω από το 1/3. Πολλές τέτοιες βελτιώσεις έχουν γίνει, 
έως την τελευταία το 1988 από τους Η. Ινν&ιιίθο και 0.3. Μοζζοοίιί, που 
απέδειςαν ότι θ\ < 7/22. Είναι ενδιαφέρον, ότι κάθε νέο αποτέλεσμα για 
το ένα πρόβλημα, οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα για το άλλο, παρόλο που 
κανείς δεν έχει αποδείξει ότι 6ο = 6,. Οι 0. Η. Ηπηίν και Ε. Εαηόαυ 
απέδειξαν ανεξάρτητα το 1914, ότι 6^, θ\ > 1/4 και εικάζεται ότι τελικά 
% = θχ = 1/4. 

4.7 Υπολογιστική Θεωρία Αριθμών 

II θεωρία Αριθμών αποτελεί πεδίο αριθμητικών πειραματισμών, καθώς 
πολλές εικασίες της έχουν διατυπωθεί μετά από πληθώρα αριθμητικών 
υπολογισμών. Με την ανάπτυξη της τεχνολογίας, καθώς και αντίστοι¬ 
χων προγραμματιστικών πακέτων, η μελέτη μεγάλου πλήθους αριθμη¬ 
τικών δεδομένων, γίνεται ολοένα ευκολότερη και πιο αποτελεσματική. 
11 αλγεβρική θεωρία Αριθμών έχει ευνοηθεί τα μέγιστα από τις υπολο¬ 
γιστικές μεθόδους. Η αναζήτηση μιας ικανής υπολογιστικής μεθόδου, 
συχνά οδηγεί στην κατανόηση ή ακόμη και επίλυση του δεδομένου προ¬ 
βλήματος. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε τον ακόλουθο αλγόριθμο 
προσδιορισμού του αν ένας φυσικός ν > 1 είναι πρώτος ή όχι. Χρησι¬ 
μοποιώντας το κριτήριο της ρίζας, διαιρούμε διαδοχικά τον ν με έναν 
διαιρέτη δ που παίρνει τις τιμές <5 = 2,3,..., μέχρι να βρεθεί διαιρέτης, 
οπότε θα ξέρουμε ότι ο ν είναι πρώτος αν δεν έχει διαιρέτη έως ύτου 
δ 2 > ν. 

Αν ο ν είναι σύνθετος, τότε ο προηγούμενος αλγόριθμος υπολογίζει 
επιπλέον τον ελάχιστο πρώτο διαιρέτη του ν. Δυστυχώς, ο αλγόριθμος 
αυτός είναι πρακτικά αδύνατος για μεγάλες τιμές του ν. Ένα θεμελιώ¬ 
δες πρόβλημα στη θεωρία Αριθμών είναι κατά πόσο υπάρχει “εφικτός” 
αλγόριθμος για το πρόβλημα αυτό. Ο όρος “εφικτός” ωστόσο πρέπει να 
προσδιορισθεί με ακρίβεια. 
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Ας θεωρήσουμε έναν αλγόριθμο Α. ο οποίος φέρνει αποτέλεσμα μετά 
από συγκεκριμένους υπολογισμούς για δοσμένη τιμή του ν. Εχοντας 
υπόψη ότι ο αριθμός ν έχει Ν = Ιο# ν ψηφία, τα οποία προσδιορίζουν 
ακριβώς τον ν, θα λέμε ότι ο Α είναι αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου 
αν περατώνει με ακρίβεια τη συγκεκριμένη διαδικασία μετά από Λ τΚ το 
πολύ πράξεις, για δοσμένο Κ. Το ερώτημα είναι αν υπάρχει αλγόρ.θμος 
πολυωνυμικού χρόνου, για τη διάκριση των πρώτων από τους σύνθετους. 
Αν η δοσμένη τιμή του ν είναι πρώτος, τότε ο προηγούμενος αλγόριθμος 
απαιτεί τουλάχιστον >/ν πράξεις, προτού τερματισθεί. Αφού 

θα λέμε ότι είναι αλγόριθμος εκθετικού χρόνου. 

Ο καλύτερος αλγόριθμος που υπάρχει στις ημέρες μας είναι των Ε. 
Μ. Αιΐίβηιβη, 0. ΡοιηβΓ&ηοβ και Γ1, 5. Πιιηκ*Ιρν, το 1983, ο οποίος είναι- 
χωρίς να είναι ακριβώς-αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου. Ο αλγόριθ¬ 
μος αυτός τερματίζεται μετά από το πολύ: 

(,Ο^^ί^ν), _ \Γ«:Ιο Β ι;ΐ 08 .ΛΓ) 

βήματα όπου ο είναι μία θετική σταθερά. Η βασική ιδέα του αλγορίθμου 
αυτού χρησιμοποιεί τις αρχικές ρίζες των πρώτων και μπορεί με άνεση 
να εξετάσει αν ένας φυσικός εκατοντάδων ψηφίων είναι πρώτος ή όχι. 

Το συναφές πρόβλημα της παραγοντοποίησης ενός φυσικού ν είναι 
πολύ πιο δύσκολο, ιδιαίτερα αν αναζητήσουμε έναν αλγόριθμο, ο οποίος 
δεν θα τερματίσει, παρά μόνο όταν ολοκληρωθεί η παραγοντοποίηση. Αν 
ισχυρισθούμε ότι ένας αριθμός <3 διαιρεί έναν φ·>σικό ν, αρκεί με μία διαί¬ 
ρεση να το επαληθεύσουμε, οπότε απαιτείται αλγόριθμος πολυωνυμικού 
χρόνου. Έτσι, είναι καλύτερο να οδηγηθούμε σε αλγορίθμους, στους 
οποίους “μαντεύουμε" τους διαιρέτες ενός αριθμού. Φυσικά, η μέθοδος 
αυτή παρουσιάζει δυσκολίες διαφορετικής υφής. 

Σχεδόν όλοι οι αλγόριθμοι παραγοντοποίησης είναι αυτής της μορ¬ 
φής και μπορούμε να περιγράψουμε έναν από τους πιο απλούς, αυτόν που 
ανέπτυξε ο 3. Μ. ΡοΙΙ&Γ(1 το 1975: 

Έστω ν ένας αρκετά μεγάλος σύνθετος αριθμός (ν 5= ΙΟ 30 ), του οποίου 
θέλουμε να βρούμε τον ελάχιστο πρώτο διαιρέτη />. Σχηματίζουμε μία 
ακολουθία αριθμών ΐο,Χ!,..., οι οποίοι είναι διακεκριμένοι (πιοί/ν), 
αλλά όχι διακεκεριμένοι (ττκχΐμ). Απλούστερα. θέτουμε = 2 και χ,+ι = 
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χ } + 1(οι<χ/ν). Αν χ, = α· ; (ίπο(ίρ), τότε ο μέγιστος κοινός διαιρέτης 
(x,-x^. ν) είναι ένας μη-τετριμμένος διαιρέτης του ν, και ο πρώτος διαι¬ 
ρέτες ρ προσδιορίζεται ατό τον Ευκλείδειο αλγόριθμο. Αρκεί, λοιπόν, να 

βρούμε μόνο το μέγιστο κοινό διαιρέτη (χ 2 * - χ χ> ν) για κ = 1,2,3. 

και μπορούμε να πετύχουμε ότι κ % ν / ρ. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε αλγόριθμους εύρεσης πρώτων και παραγο¬ 
ντοποίησης παρουσιάσθηκε λόγω της ανάπτυξης της σύγχρονης θεωρίας 
της Κρυπτογραφίας ανοιχτού κλειδιού. Αν η παραγοντοποίηση ενός αριθ¬ 
μού ν είναι ιδιαίτερα δύσκολη, τότε είναι δυνατόν να κατασκευάσουαε 
μονόδρομες συναρτήσεις ν —> /(ν) στις οποίες ο υπολογισμός του /(ν) 
είναι εύκολος, αλλά η αντίστροφη διαδικασία εύρεσης του ν από το /(ν) 
είναι πρακτικά αδύνατη. Μπορούμε τότε να κατασκευάσουμε μηνύματα 
με ένα γνωστό σε όλους κλειδί, τα οποία για να αποκρυπτογραφηθούν 
θα πρέπει να γνωρίζει κάποιος ένα κρυφό κλειδί, αδύνατο να υπολογισθεί 
από τους υπόλοιπους. Ενα από τα πλέον σύγχρονα και διάσημα κρυπτο¬ 
γραφικά συστήματα είναι το ΚδΑ,που αναπτύχθηκε το 1978, από τους 
Κ. I. Ηΐνβ8ΐ, Α. δΙκιηιΪΓ και Ε. Μ, ΑιΙΙρπιλπ. Στο σύστηυα αυτό εκμε¬ 
ταλλευόμαστε κυρίως την αδυναμία μας να παραγοντοποιήσουμε έναν 
σχετικά μεγάλο αριθμό. II δυσκολία της παραγοντοποίησης είναι φα¬ 
νερή στο ακόλουθο παράδειγμα: 

Έστω ίΥ = μ</, ρ < η πρώτοι. 

Γνωρίζοντας τις δυαδικές γραφές των ρ και </» μπορούμε να βρούμε τον 
Λ Τ κάνοντας κ(1θ89) 3 πράξεις, όπου χ σταθερά. Αντίθετα, αν γνωρίζαμε 
τον .V και ψάχναμε τους πρώτους παράγοντές του χρειάζονται (υποθέ¬ 
τοντας ότι ελέγχουμε όλους τους φυσικούς < >/Ν) 

χ'\/Ν = *'<?*'"* 

πράξεις, δηλαδή πολύ περισσότερες. Ακόμα και αν χρησιμοποιήσουμε 
γρηγορότερους αλγορίθμους παραγοντοποίησης, η παραγοντοποίηση πα¬ 
ραμένει ένα δύσκολο πρόβλημα, και, ιδίως αν ο αριθμός έχει λίγους 
πρώτους παράγοντες, είναι πρακτικά αδύνατη για μεγάλους ακεραίους. 
Αυτές οι τεχνικές έχουν μέχρι σήμερα πολλές εφαρμογές σε τραπεζικά 
συστήματα, στο διαδίκτυο κ.α. 

Στο κρυπτοσύστημα Κ3Α ο Α διαλέγει δύο μεγάλους πρώτους ρ, <; 
(με περίπου 80-100 ψηφία) και υπολογίζει τον Ν = ρη. 
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Ετη συνέχεια διαλέγει έναν αριθμό β με 

ί («. .ν) - ι 1 

\ (€,φ(Ν)) = 1 / 

και γνωστοποιεί σε όλους το ζεύγος: (Λ’,β). Αν ο Β θέλει να στείλει 
στον Α ένα μήνυμα Μ (ένα θετικό ακέραιο) υπολογίζει το : 

Κ = Κ (Μ) = Μ'(»?Μκ/ΛΓ) (κωδικοποιημένο μήνυμα) 

Ο Α για να αποκωδικοποιήσει το μήνυμα, έχει υπολογίσει εκ των προ- 
τέρων. τον αριθμό χ έτσι ώστε 

εχ = 1ηΜκ/(φ(Ν)), όπου φ(Λ') = (ρ - 1)(<χ — 1) 

και υπολογίζει το 

Λ'"* (Α'(Λ/)) = Κ ζ (ηιιχί.\’) = Μ™{ιηοάΝ) 

= Μ ι +« Ν '*{νιοάΝ) 

= Μ (τηοόΝ) 

δηλαδή /\ ~ 1 (Λ /) = Μ * (τηοά Ν) . Για τον προσδιορισμό του χ είναι απα¬ 
ραίτητη η γνώση του φ(Λ Γ ), που για ΛΓ = ρη είναι ισοδύναμο πρόβλημα 
με την παραγοντοποίηση του Ν. Έτσι μόνο ο Α που γνωρίζει την παρα¬ 
γοντοποίηση του Λ' μπορεί να αποκωδικοποιήσει το μήνυμα. 

Επιπλέον εκτός από την ασφάλεια που παρέχει, ο αλγόριθμος αυτός 
παρέχει δύο επιπλέον στοιχεία που χαρακτηρίζουν ένα καλό κρυπτοσύ¬ 
στημα: 


• Πιστοποίηση ταυτότητας αποστολέα. 

• Δυνατότητα απόδειξης ότι ο αποστολέας έστειλε το μήνυμα. 

Η διαφορά μεταξύ των δύο είναι ότι στην πρώτη περίπτωση αρκεί ο Α 
να πείσει τον εαυτό του ότι το μήνυμα ήρθε όντως από τον 13, ενώ στη 
δεύτερη περίπτωση ο Α μπορεί να αποδείξει (να πείσει κάποιον δικαστή) 
ότι ο Β απέστειλε το μήνυμα-ο Β δηλαδή δε μπορεί να αρνηθεί ότι το 
μήνυμα ήρθε από αυτόν. Αυτό μπορεί να γίνει ως εξής: 
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Ο Β μπορεί να συμπεριλάβει στο τέλος του μηνύματός του μία “υπο¬ 
γραφή” V, την οποία κωδικοποιεί ως: 

Κα(Κβ'ΟΊ) 

όπου Κ Λ είναι ο αλγόριθμος κωδικοποίησης του Α και Κβ 1 ο αλγόριθ¬ 
μος αποκωδικοποίησης του Β. Ο Α αποκωδικοποιώντας το μήνυμά του, 
βρίσκει το Κ^Υ). Γνωρίζοντας ότι το μήνυμα φαινομενικά προήλθε 
από τον Β. εφαρμόζει το Κ Η (το οποίο ο Β έχει κάνει γνωστό σε όλους) 
οπότε παίρνει 

Κ Λ (Κβ'(Υ))=Υ. 

Κανένας άλλος δε θα μπορούσε να στείλει το σωστό Κ Λ (Κρ*( V)), αφού 
μόνο ο Β γνωρίζει το Κ# 1 . Επίσης, ο Β δε μπορεί να αρνηθεί ότι ήταν αυ¬ 
τός που έστειλε το Κ Α (Κ α 1 (Υ’)). Επιπλέον ο Β δεν αποκαλύπτει καμμία 
πληροφορία για το κλειδί του φανερώνοντας το Κ'β 1 (Υ) στον Α. 

Βέβαια, αν Λ Γ η > ί\" Λ το /ν*(Κβ 1 (Υ')) δεν υπάρχει απαραίτητα (καθώς 
το σύνολο τιμών του Κ^ 1 (X) είναι μεγαλύτερο από το πεδίο ορισμού του 
/\,ι(Χ) δηλαδή ο Β έχει μεγαλύτερο “αλφάβητο” από τον Α), αλλά σε 
αυτή την περίπτωση ο Β μπορεί να στείλει ως υπογραφή το 

Κ„ ι (Κ Λ {Υ)) 

οπότε ο Α εφαρμόζει πρώτα το Κχ (που είναι γνωστό σε όλους) και μετά 
το Κ Α ' (που μόνο αυτός ξέρει) και παίρνει την υπογραφή Υ'. 

Στην πράξη χρησιμοποιούνται βελτιωμένες παραλλαγές του Η$Α που 
παρέχουν μεγαλύτερη ασφάλεια, (π.χ.κάποιος τρίτος μπορεί να πάρει πλη¬ 
ροφορίες για τη δομή του Ν μελετώντας στατιστικά πόση ώρα χρειάζεται 
για να κωδικοποιηθεί ένα μήνυμα ή μπορεί να καταφέρει να “κλέψει” την 
υπογραφή κάποιου άλλου κατά την αποστολή). 

Τέλος, απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή στην επιλογή των ρ, </, οι οποίοι 
θα πρέπει να είναι όσο το δυνατόν “τυχαίοι” γίνεται, δηλαδή να μην είναι 
μιας συγκεκριμένης μορφής (π.χ. πρώτοι του Μογ 80 »πο κ.λπ.). Ένας 
ικανοποιητικά καλός τρόπος εύρεσης τέτοιων πρώτων είναι να διαλέξουμε 
τυχαία ένα μεγάλο περιττό χ και αν είναι σύνθετος να ελέγξουμε στη 
συνέχεια τον χ + 2 κ.λπ. μέχρι να βρούμε έναν πρώτο. 

Επίσης, η υπογραφή Υ' θα πρέπει να είναι συνάρτηση του μηνύμα¬ 
τος Μ, ώστε ο Α να μη μπορεί να προσποιηθεί στον Γ ότι είναι ο Β 
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κατασκευάζοντας το 

Κ γ (Κ~ β \Υ)) 

και στέλνοντας ένα μήνυμα στον Γ. 

Με αλγόριθμους που χρησιμοποιούν “μονόδρομε; συναρτήσεις" γί¬ 
νεται η κωδικοποίηση των προσωπικών αριθμών των τραπεζικών καρτών 
και των αριθμών πρόσβασης στα δίκτυα ΕΝΙΧ (Ιηΐοπιοί). Δηλαδή όταν 
κάποιος βάζει κάποιον αριθμό ως κωδικό, το σύστημα κωδικοποιεί τον 
αριθμό και τον συγκρίνει με τον κωδικοποιημένο αριθμό που υπάρχει 
ήδη πάνω στην κάρτα ή σε κάποιο αρχείο. Η αντίστροφη διαδικασία δη¬ 
λαδή από τον κωδικοποιημένο αριθμό να βρεθεί ο αρχικός είναι σχεδόν 
αδύνατη, δεδομένου επίσης του ότι οι τράπεζες αλλάζουν τον αλγόριθμο 
κωδικοποίησης κατά τακτά χρονικά διαστήματα. 

Τα τελευταία χρόνια, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η κατασκευή 
ενός “κβαντικού υπολογιστή”, ο οποίος θα χρησιμοποιεί ιδιότητες των 
στοιχειωδών σωματιδίων να “θυμούνται” όλες τις καταστάσεις από τις 
οποίες πέρασε το σωματίδιο. Με έναν τέτοιο υπολογιστή, προβλήματα τα 
οποία είναι δύσκολα με έναν συνηθισμένο υπολογιστή που λειτουργεί με 
βάση την αρχή του Τυπηίζ είναι πολύ εύκολα και αντίστροφα. Προβλή¬ 
ματα τα οποία θα μπορούν να λυθούν γρήγορα με ένα κβαντικό υπολο¬ 
γιστή είναι αυτά της παραγοντοποίησης ακεραίων και ερωτήματα, όπως 
το αν το επίπεδο μπορεί να καλυφθεί πλήρως από δοσμένα γεωμετρικά 
σχήματα. Στην πράξη, για να διαπιστώσουμε σήμερα κάτι τέτοιο “κα¬ 
τασκευάζουμε” τα σχήματα βιολογικά χρησιμοποιώντας βάσεις ΟΝΑ οι 
οποίες ενώνονται μεταξύ τους με συγκεκριμένους τρόπους και προσπα¬ 
θούμε να τα “αναγκάσουμε” να απλωθούν στο επίπεδο. 


Παράδειγμα Κρυπτογραφικού Συστήματος 
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Έστω ότι κάποιος θέλει να μας στείλει το παρακάτω μήνυμα: 

Γ Ε : I Α 

02 04 : 08 00 

Κωδικοποιούμε ξεχωριστά τους αριθμούς 0204 και 0800: 

0204: 

204ν«**2773) = 204 - (204 2 ) 2 (;ηο/2773) 

= 204 · 21 2 (>η<κ/2773) 

= 204 · 441(ίοοι/2773) 

= 1228(^2773) 

0800: 

800 5 (η4οιί2773) = 800 ■ (800 2 ) 2 {τη<*/2773) 

= 800 · (—563) 2 (γπο/2773) 

= 800 847(ηκκ/2773) 

= 0998 {τηοά2 773) 

Έτσι ο αποστολέας μας στέλνει την ακολουθία : 

12280998. 

Για να αποκωδικοποιήσουμε το μήνυμα προσδιορίζουμε τον χ ώστε 

εχ = 1 [τηοά(ρ- 1)(^ - 1)) ή 
5χ = 1 (τηο/2668) 

η οποία έχει λύση (βλ. Κεφ. 2) χ = 1601 (πιο/2668). 

Έτσι έχουμε 

1228 ,601 (ηΐθί2773) = 1228 - (-528) β00 (™ο<ί2773) 

ξ 1228 · (1484) 400 (τπο/2773) 

= 1228 - (494) 200 (πιοίί2773) 

= 1228·(12) ,ο ν»<*^773) 

= 1228 · (132ο) 25 (οιιχ/2773) 

= 1228 · (1325 · 316 2 ) 5 (γπ«/2773) 

= 1228 · (1051) 5 (οίό(/2773) 

= (1228 · 1051) ■ 947 2 (πΗκ/2773) 

Ξ 1183-1130(;/ιοί/2773) 

= 204(1710*2773) 
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Όμοια υπολογίζουμε ότι 998 1601 ξ 800(?οο<ί2773) οπότε το αποκρυπτο- 
γραφημένο μήνυμα είναι : 

02:04:08:00 = ΓΕΙΑ. 



180 


Η εξέλιξη της Θεωρίας των Αριθμών 


4.8 Το μεγάλο Θεώρημα του Γθππ&ί: 

Τέλος καμμία ανασκόπηση της θεωρίας Αριθμών Λεν μπορεί να μην ανα- 
φερθεί στο μεγάλο Θεώρημα του ΡοΓίηβΙ το οποίο απέκτησε τη φήμη 
του παραμένοντας άλυτο για αιώνες. Η μελέτη του διάσημου αυτού προ¬ 
βλήματος της θεωρίας Αριθμών ξεκίνησε από το γνωστό Πυθαγόρειο 
θεώρηιια: 

χ 2 + V 2 = ζ*. 

Οι Πυθαγόρειοι είχαν μελετήσει την ύπαρξη ακεραίων τριάδων (χ,^, ζ) 
που ικανοποιούν το παραπάνω πρόβλημα. Οι ακέραιες λύσεις της εξί¬ 
σωσης αυτής είναι καταγεγραμμένες στα “Στοιχεία” του Ευκλείδη και 
αργότερα χρησιμοποιήθηκαν και από τον Διόφαντο στην γνωστή μας 
μορφή: 

χ = μ' - ν 2 , ί/ = 2μν χαι ζ = μ 1 + ν 2 

όπου μ, ν φυσικοί. Είναι προφανές ότι μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε 
τα χ, ρ, ζ με μία ακέραια παράμετρο I για να πετύχουμε όλες τις δυνατές 
ακέραιες λύσεις της εξίσωσης. 

Η μελέτη του Πυθαγορείου Θεωρήματος επεκτάθηκε αρχικά σε διά¬ 
φορες παραλλαγές σχετικές με επιμέρους ιδιότητες των αριθμών μίας 
Πυθαγόρειας τριάδας, έως το 1637, οπότε ο Ρϊιμτι* Ρι*ππ 31 διετύπωσε 
την εικασία ότι: 

“Είναι αδύνατη η ανάλυση κύβου σε άθροισμα δύο κύβων, διτετράγωνου 
σε άθροισμα δύο διτετράγωνων και γενικότερα οποιουδήποτε ακεραίου 
υψωμένου στη ν-οστή δυνααη σε άθροισμα δύο ακεραίων υψωμένων στον 
ίδιο εκθέτη (με ν > 2).” 

Η περίφημη αυτή εικασία ονομάσθηκε “Μεγάλο θεώρημα” του Ρογγπ&Ι, 
η οποία συμπληρωνόταν από την ιδιόχειρη φράση του: 

“Ανακάλυψα μία εξαιρετική απόδειξη αλλά δεν είναι αρκετό το περιθώριο 
για να την καταγράψω”. 

Ο ΡοππαΙ δεν άφησε στα χειρόγραφά του την πλήρη απόδειξη της εικα¬ 
σίας του, ενιό συχνά αναφερόταν στην αλληλογραφία του για τις περι¬ 
πτώσεις του κύβου και του διτετράγωνου. Την τελευταία είχε αποδείξει 
με τη μέθοδο της άπειρης καθόδου. 

Η απόδειξη για τους κύβους έγινε το 1755 από τον Ε. ΕιιΙογ, ο οποίος 
προηγουμένως (1747) είχε αποδείξει και την περίπτωση των διτετράγω- 
νων. Οι Η. δ. ΟοΓΠΐίΐιη, ο Α. Μ. ΕρβοικΙεβ και τελικά ο Ρ. Ο. Ε. ΟΐπιΗΙοΙ 
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απέδειξαν το θεώρημα του ΡοππηΙ για ν = 5 με προσπάθειες που διήρ- 
κησαν έως το 1825. Το 1832 ο ΟϊγϊοΙιΙρΙ απέδειξε και την περίπτωση 
ν = 14, ενώ ο Ο. Εηιηό το 1839 απέδειξε την περίπτωση ν = 7. Αρκετοί 
ήταν οι μαθηματικοί που υποστήριξαν λανθασμένα, ότι απέδειξαν πλήρως 
το θεώρημα του ΡοπιιαΙ. Ο Είίπιέ το 1847 παρουσίασε μία απόδειξη, η 
οποία αναιρέθηκε από τους ΕίοανϊΙΙβ και Ε. Ε. Κιιιιιιπργ. Ο τελευταίος 
ωστόσο παρουσίασε το 1847 μία απόδειξη για κανονικούς πρώτους (τους 
πρώτους που δεν διαιρούν τους αριθμητές των ρητών αριθμών Βοπιοιιΐΐί 

Βν). 

Πολλοί ερευνητές προσπάθησαν να αποδείξουν το Θεώρημα του ΡβΓ- 
ιηβΐ για τους πρώτους που δεν είναι κανονικοί, έως όπου ο .Ιρπνοπ 
το 1915 απέδειξε ότι οι μη-κανον.κοί πρώτοι είναι άπειροι. Με βάση 
τα αριθμητικά δεδομένα ωστόσο υπήρχαν σοβαρές ενδείξεις ότι ισχύει 
το θεώρημα του ΡρππλΙ, η επαλήθευσή του είχε φτάσει έως την τιμή 
ν = 4000000. Ένα σημαντικό αποτέλεσμα ανέπτυξε το 1983 ο Ο. ΡλΙι- 
ίηβ8, όταν απέδειξε ότι υπάρχει το πολύ πεπερασμένο πλήθος πρώτων 
χ, μ, ζ που ικανοποιούν την εξίσωση χ ν +^ ν = ζ ν , για οποιοδήποτε εκθέτη 
ν > 2. 

Ο Ργου το 1986 ήταν αυτός που συνέδεσε ουσιαστικά το θεώρημα 
ΡρπιιλΙ με την εικασία των Τ&ηιν8ηι&-51ιίπιυΓ8-\νβΠ, η οποία στηριζόταν 
σε δύο ανοιχτά προβλήματα της θεωρίας ελλειπτικών καμπύλών και την 
οποία απέδειξε ο Α. \νί1ρ« το 1993 για μία ειδική κλάση παραδειγμάτων 
ικανή να οδηγήσει στην απόδειξη του θ. ΕογιπλΙ. Η τελική απόδειξη του 
θεωρήματος Εργπι.ίι δημοσιεύθηκε το 1995, μετά από κάποιες επιπλέον 
διορθώσεις στις σελίδες 443-551 του τεύχους 142 του επιστημονικού 
μαθηματικού περιοδικού “Αηηβίδ οΓ Μίΐΐΐιοηΐήΐΐοδ”. 
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Λύσεις Ασκήσεων §1.1 
Α’ Ομάδα 

1. (ί) 100 =5 17-1- 15 
(π) -100 = (-6)17 + 2 
(ίΐί) 289 = 17-17 + 0 
(ϊν)—342 = (-21)17 + 15 

2. Έστω οι ακέραιοι α και β. Διακρίνουμε περιπτώσεις ανάλογα με 
την αρτιότητά τους: 

(ί) Αν είναι άρτιοι, δηλαδή α = 2χ και 0 = 2λ, τότε το γινόμενό 
τους α · β = 4χλ είναι άρτιος. 

(π) Αν είναι περιττοί, δηλαδη, α = 2κ + 1 και β = 2λ + 1, τότε 
το γινόμενό τους α · β = 4χλ + 2λ + 2κ + 1 = 

= 2(2χλ + λ + χ) + 1 είναι περιττός. 

(ϋί) Αν είναι διαφορετικής αρτιότητας, δηλαδή α = 2κ και 
β = 2λ + 1, τότε το γινόμενό τους 
α - β = 4χλ + 2κ = 2(2χλ + χ) είναι άρτιος. 

Επομένως, το γινόμενο δύο ακεραίων είναι περιττός αριθμός αν και 
μόνο αν οι ακέραιοι αυτοί είναι περιττοί. 

3. (ϊ) Η απόδειξη είναι άμεση από την προηγούμενη άσκηση. 

(η) Προφανές, από το (ϊ). 

4. (ΐ) Έστω α = 4μ + 1 και β = 4λ + 1, δύο ακέραιοι. 

Τότε α ■ β = (4μ + 1)(4λ + 1) = Ι6μλ + 4μ + 4λ + 1, δηλαδή 
α · β = 4(4μλ + μ + λ) + 1. 

(ϋ),(ίΐί) Όμοια με (ΐ). 

5. Έστω ο ακέραιος ν = 6χ + 5. Είναι προφανές ότι 

ν = 3 - 2 · χ + (6 - 1) = 3(2χ + 1) - 1. 
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Για το αντίστροφο, θεωρούμε τον ακέραιο ν = 3κ - 1 και αν ο 
αριθμός κ είναι περιττός, τότε ν = 3('2λ+1)-1 = βλ+3-1 = 6λ+2. 
Επομένως, το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. 

6. Κάθε φυσικός α = 8κ 4- 5, γράφεται 

α = 4(2κ) 4-44-1 = 4(2κ + 1) 4- 1, 

δηλαδή στη μορφή α = 4λ + 1, με λ = 2κ 4- 1. 

Το αντίστροφο δεν ισχύει, διότι για παράδειγμα, ο αριθμός 
9 = 4 · 2 + 1 δεν γράφεται στη μορφή 9 = 8x4- 5 για κάποιο φυσικό 

X. 

7. Ο ακέραιος α είναι της μορφής α = 16ν 4- 11. 

Ο αριθμός α 4- 3 = 16ν -Η 14 διαιρούμενος με τον β=16 αφήνει 
υπόλοιπο υ=14. 

Ο αριθμός α + 5 = 16ν+16 = 16(ν+1) διαιρούμενος με τον β=10 
αφήνει «υπόλοιπο υ=0. 

Όμοια εργαζόμαστε και στις υπόλοιπες περιπτώσεις. 

8. Έχουμε διαδοχικά ν 2 = (όκ 4- I) 2 = 25κ 2 + 10κ 4- 1 = 3(5χ 2 4- 

2χ) + 1. 

9. Κάθε ακέραιος ν γράφεται ν=3ρ ή ν=3ρ+1 ή ν=3ρ4-2. Ελέγχουμε 
ξεχωριστά κάθε περίπτωση. 

(ί) Αν ν=3ρ , τότε ν 2 = 9ρ 2 . 

(ϋ) Αν ν=3ρ+1 , τότε ν 2 = (3ρ 4- I) 2 = 3(3ρ 2 4- 2ρ) 4- 1. 

(ίπ) Αν ν=3ρ4-2 , τότε ν 2 = (3ρ 4- 2) 2 = 3(3ρ 2 4- 4ρ 4- 1) 4- 1. 

10. Η λύση είναι προφανής από την προηγούμενη άσκηση. 

11. Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

(ί) Αν ν = 5χ. τότε ν 2 = δ(5χ 2 ). 

(ϋ) Αν ν = 5κ + 1. τότε ν 2 = 5(5χ 2 4- 2χ) 4- 1. 

(ϋί) Αν ν = 5χ 4- 2, τότε ν 2 = όίδχ 2 4- 4κ) 4- 4. 

(ίν) Αν ν = 5κ 4- 3, τότε ν 2 = 5(5χ 2 4- 6κ 4- 1) 4- 4. 

(ν) Αν ν = 5χ 4- 4, τότε ν 2 = δίδκ 2 4- 8κ 4- 3) + 1. 
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Β’ Ομάδα 

12. Ο ]Υ είναι περιττός αν και μόνο αν οι παράγοντες α — β, β — γ και 
γ — α είναι περιττοί. Δηλαδή, καθένας από τους ακεραίους α, β, 
και γ πρέπει να είναι διαφορετικής αρτιότητας με τους υπόλοιπους 
δύο. Αυτό είναι αδύνατο, οπότε ο αριθμός Λ’ είναι άρτιος. 

13. Έστω δύο περιττοί α = 2ν 4 1 και β = 2κ 4 1 . 

Έχουμε α 2 +β 2 = (2ν4ΐ) 2 4(2κ4ΐ) 2 = 4ν 2 44ν41 44κ 2 44κ41, 
δηλαδή α 2 4 β 2 = 2(2( ν 2 4 ν 4- κ 2 + κ) + 1 ] .Ο αριθμός Λ Γ = α 2 + β 2 
δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου καθώς είναι γινόμενο του 2 
και του περιττού αριθμού 2(ν 2 4 ν + κ 2 + κ) + 1 . 

14. Ένας ακέραιος ν γράφεται στη μορφή ν=3ρ ή ν=3ρ4ΐ ή ν=3ρ+2. 
Ελέγχουμε ξεχωριστά κάθε περίπτωση : 

(ϊ) αν ν=3ρ, τότε ν 3 — 27ρ 3 = 9(3ρ 3 ), 

(ϋ) αν ν=3ρ4ΐ, τότε ν 3 = 27ρ 3 4- 27ρ 2 4 9ρ -4- 1 = 

= 9{3ρ 3 4 3ρ 2 4 ρ) 4 1, 

(ϋϊ) αν ν=3ρ42, τότε ν 3 = 27ρ 3 4 54ρ 2 4 36ρ 4 8 = 

= 9(3ρ 3 4 6ρ 2 4 4ρ) 4 8. 

15. Έστω ν και ν4ΐ δύο διαδοχικοί ακέραιοι. Τότε 

(ν4 I) 3 - V 3 = ν 3 4 3ν 2 4 3ν 4 1 - V 3 = 3ν(ν 4 1) 4 1, 

όπου ο ακέραιος 3ν(ν4ΐ) είναι άρτιος. 

Άρα ο (ν 4 I) 3 - ν 3 είναι περιττός. 

16. Ας θεωρήσουμε έναν φυσικό αριθμό ν = κ 2 = μ 3 . 

Ελέγχοντας ξεχωριστά τις περιπτώσεις: 

κ = 7ρ ή 7ρ 4 1 ή 7ρ 4 2 ή... ή 7ρ 4 6 και 
μ = 7τή7τ4ΐ ή 7τ 4 2 ή... ή 7τ 4 6 

καταλήγουμε στο ζητούμενο αποτέλεσμα. 

17. Για περιττό ακέραιο α = 2κ 4 1 έχουμε ότι 

α 4 = (2κ 4 I) 4 

= (4κ 2 4 4κ 4 I) 2 
= 8κ(2κ 3 4 4κ 2 4 3κ 4 1) 4 1. 
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Ένας από τους αριθμούς κ και 2κ 3 + 4χ 2 4- 3κ 4- 1 θα είναι άρτιος. 
Άρα ο α 4 γράφεται 

^ _ 1β + + ι 
= 16μ 4- 1, 

όπου ο μ = ί^_ι±ί_ι^ίΐ1ΐ Ε [ ναι α χ£ραιος. 

18. Προφανώς, αν οι αριθμοί χ, ι/ είναι της ίδιας αρτιότητας, τότε το 
άθροισμα χ 2 + μ* είναι άρτιος άρα χ 2 + μ 2 φ 1999. 

Ας υποθέσουμε ότι χ - 2κ 4· 1 και $/ = 2λ. 

Τότε, 

χ 2 4- μ 2 = 4κ 2 4- 4κ 4- 1 4- 4λ 2 
= 4(4κ 2 4- κ + λ 2 ) 4- I 

και αφού ο αριθμός 1999=4 · 499 4- 3 δεν είναι της μορφής 4μ + 1, 
έχουμε ότι χ 2 4- φ 2 φ 1999, για κάθε ακεραίους χ, 

19. Αν θεωρήσουμε έναν περιττό ακέραιο χ, τότε το άθροισμα !Υ = 
χ* χ ν_ ' 4-.. .4-χ 2 4-χ αποτελείται από άρτιο πλήθος περιττών όρων, 
άρα ο Ν είναι άρτιος. Αν θεωρήσουμε έναν άρτιο χ, τότε προφανώς 
το άθροισμα Ν = χ ν 4- χ ν ~ ι 4- ... 4- χ 2 + χ είναι άρτιος αριθμός. 
Και στις δύο περιπτώσεις ο αριθμός χ” 4· χ ν_1 4-... 4- χ 2 4- χ 4- α 
είναι περιττός. 

20. I ο τελευταίο ψηφίο ενός φυσικού ν είναι το υπόλοιπο της διαίρεσής 
του με τον αριθμό 10. Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

(ί) Αν ν = ΙΟκ, τότε ν 2 = 100χ 2 και το τελευταίο ψηφίο του 
ν 2 είναι 0. 

(ϋ) Αν ν = ΙΟκ 4- 1, τότε ν 2 = 10(10κ 2 4- 2χ) 4- 1 και το 
τελευταίο ψηφίο του ν 2 είναι 1. 

(ϊΐί) Αν ν = 10x4-2, τότε ν 2 = 10(10κ 2 4-4χ) και το τελευταίο 
ψηφίο του ν 2 είναι 4. 

Ψ 

(χ) Αν ν = ΙΟχ 4- 9, τότε ν 2 = 10(10χ 2 4- 18χ) 4- 81 = 

= 10(10χ 2 4- 18χ 4- 8) 4- 1 και το τελευταίο ψηφίο του ν 2 
είναι 1. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 1.2 

Α’ Ομάδα 

1. Απλή εφαρμογή του ορισμού, 

2. (ϊ) Ν = 10000/5 = 2000 
(ϋ) Λ Γ = 10000/25 = 400 
(ϋί)ιΥ = 10000/125 = 80 
(»ν)Λ Γ = 0900/225 = 44. 

3. (ϊ) Ν = (994 - 98)/7 = 128 
(ϋ) Ν = (986 - 85)/17 = 53 
(ϊϋ)ΛΓ = (999 — 81)/27 = 34 
(ΐν)Λ Γ = (980 - 98)/49 = 18. 

4. Έστω οι αριθμοί α = 6, β = 3 και γ = 4. Τότε 6 | 3 · 4 ενώ 6 /3 
και 6 /4. 

Άρα υπάρχουν θετικοί ακέραιοι α, β, γ με α | β ■ γ, α //3 και α /γ. 

5. Αφού α | β, υπάρχει ακέραιος λ τέτοιος ώστε β = λα. Για κάθε 
θετικό ακέραιο κ, έχουμε ότι β κ = λ* · α*, οπότε α* | β*. 

6. (ϊ) Αν α | β και α | γ , τότε υπάρχουν ακέραιοι μ και ν τέτοιοι ώστε 
β — μα και γ = να. Άρα βγ = νμα 2 και <χ 2 | βγ . 

(ίί) Αν α | β και γ Φ 0 τότε υπάρχει ακέραιος ν τέτοιος ώστε 
β = να ή αβ = ναγ, δηλαδή αγ | βγ . 

Αντίστροφα, αν αγ | βγ και γ ψ 0, τότε υπάρχει ακέραιος ν τέτοιος 
ώστε βγ = ναγ. Άρα β = να και α \ β . 

7. Αφού ο α δεν είναι πολλαπλάσιο του 2 ή του 3 θα γράφεται στη 
μορφή α = 6κ ± 1. Επομένως 

α 2 = 36κ 2 ± 12κ 4-1 = 12{3κ 2 ± χ) + 1. 

8. (ί) Εχουμε ότι : 

2 2ν - 1 = 4 ν - 1 = (4 - 1)(4 ν_ι + 4 ν ~ 2 + ... + 4 + 1) 

= 3(4 ν_ 1 + 4 ν-2 + ... + 4 + 1). 
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(η) Είναι : 

* ν - β* = (« - β)( α '-' + ^~ 2 β + ,+ α/3*- 2 + ρ^ 1 ). 

(ϋΐ) Εχουμε ότι : 

α 2ν ' ι + β 2ν ~ ι = («4£)(α 2ν - 2 - α 2 *- 3 ;} + ... - αβ 2 '~ 3 + β 2 '~ 2 ). 

9. Έχουμε ότι 

α 2 * - β 2ν = (α 2 ) ν - (/3 2 ) ν 

= {α 2 -/3 2 )(α 2(ν_,) + α 2 <*- 2 >)3 2 +... + /^-Ο) 

= (α +/3)(α - /3)(α 2(ν-ι) 4- « 2 <- 2 )/3 2 + ... + /3 2(ν -'>). 

10. Γνωρίζουμε ότι ο αριθμός ν 2 είναι της μορφές 5μ 4- 1 ή 5μ 4- 4. 

Αν ν 2 = 5μ + 1, τότε ν' = (5μ 4- I)* = 5(5μ 2 4- 2μ) 4- 1, ενώ αν 
ν 2 = 5μ 4- 4, τότε ν 4 = (5μ 4- 4) 2 = 5(5μ 2 4- 8μ 4- 3) 4- I. 

11. Έχουμε ότι α 2 = 5χ ± 1 και β 2 = 5λ ± 1. Επομένως 

α*-β* = 25χ 2 ± 10x4- 1 - 25λ 2 ± 10λ - 1 
= 5(5χ 2 ± 2χ - 5λ 2 ± 2λ). 

Β’ Ομάδα 

12. Έχουμε 

Λ Τ = 2 4- 2 2 4- 2 3 4- 2·* 4-... 4- 2 ν_1 4- 2 ν 

= 2 4- 2 2 4- 2 2 (2 4- 2 2 ) 4-... 4- 2 ν-2 (2 4- 2 2 ) 

= 6 4- 2 2 · 6 4-... 4- 2 ν ' 2 · 6 
= 6(1 4- 2 2 4- ... 4- 2 ν-2 ). 

Επομένως 6 | ΛΓ. 

13. Έστω α ένας ακέραιος, ο οποίος είναι πολλαπλάσιο του 3 αλλά 
όχι και του 2. Τότε ο αριθμός α γράφεται στη μορφή α=6κ4-1 ή 
α=6κ+3 ή α=6κ4-5. 

(»)Αν α=6κ4-1. τότε α 2 - 1 = (6χ 4- I) 2 - 1 = 4(9χ 2 4· 3χ). 
(Η)Αν α=6κ4-3, τότε α 2 - 1 = (6χ4-3) 2 - 1 = 4 (9χ 2 4- 9 x 4 -6). 
(ίίϊ)Αν α=6κ4-5, τότε α 2 -1 = {6χ4-5) 2 -1 = 4(9χ 2 4-15x4-6). 



θεωρία των Αριθμών 


189 


14. Ο αριθμός Ν = 2 4ν+2 + 1 γράφεται 

Ν = 4 2 ' ,+1 + 1 

= (4+ 1)(4 2ν 4- 4 2ν ~' + ... + 4+ 1) 

= 5(4 2ν 4- 4 2ν_ι + ... + 4 + 1) 

Άρα ο αριθμός 

*>»ν42 . ι 

I-- = 4 2ν + 4 2ν_ι 4- ... + 4 4- 1 

5 

είναι ακέραιος. 

15. Αφού οι α, β δεν είναι πολλαπλάσια του 3, της μορφέ/ς α = 3χ ± 1 
και β = 3λ ± 1. Επομένως, 

Ν = α 2 4- β 2 = (3χ ± I) 2 4- (3λ ± I) 2 
= 9χ 2 ± 6χ 4- 1 + θλ 2 ± 6λ + I 
= 3(3χ 2 ± 2χ 4- 3λ 2 ± 2/) 4- 2. 

Είναι φανερό ότι ο .\ Γ αποκλείεται να είναι τέλειο τετράγωνο ακε¬ 
ραίου. 

16. Προφανώς στο γινόμενο (4ν)! = 1 · 2 · 3 · 3 ·... · ν · (ν + 1) ■... · 4ν 
έχουμε 2ν άρτιους παράγοντες, από τους οποίους ν παράγοντες 
είναι πολλαπλάσια του 4. 

Άρα ισγύει (2 · 2 ■... ■ 2 · 4 · 4 ·... · 4) | (4ν)! , δηλαδή 8 ν | (4 — ν)! 

ν-?ορ*ς *-ψορίς 

Επιπλέον, για τον (6ν)! = (4ν)!·(4ν+1)(4ν+2)’.. .-6ν είναι φανερό 
ότι είναι πολλαπλάσιο του 8 ν και έχει ν άρτιους παράγοντες στο 
γινόμενο (4ν + 1)(4ν + 2)... (6ν). Άρα 2*8 ν | (6ν)ϊ ή Ι6 ν | (6ν)ί . 

17. Ο αριθμός Λ' γράφεται 

Ν = ν(ν 2 - 1)(ν 2 4-1) = ν(ν - 1)(ν 4- 1)(ν 2 4- 1). 

Αν ν = 5χ ή ν = 5χ + 1 ή ν = 5χ + 4. τότε ένας από τους ν. ν - 1, 
ν 4- 1 θα είναι πολλαπλάσιο του 5 και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
Αν ν = 5χ 4- 2, τότε ο αριθμός ν 2 + 1 = 5(5χ 2 4- 4χ 4- 1) είναι 
πολλαπλάσιο του 5. 
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Αν ν = 5κ 4- 3, τότε ο αριθμός ν 2 + 1 = 5(5χ 2 + 6κ + 2) είναι 
πολλαπλάσιο του 5. 

Άρα ο αριθμός /V = ν 5 - ν διαιρείται τέλεια με τον αριθμό ό, για 
κάθε φυσικό ν. 

18. Εστω οι διαδοχικοί ακέραιοι ν - 1, ν, ν + 1. Το άθροισμα των 
κύβων τους είναι 

Ν = (ν- 1) 3 + ν 3 + (ν+ I) 3 

= ν 3 - 3ν 2 + 3ν - 1 4- ν 3 4- ν 3 4- 3ν^ 4- 3ν 4- 1 
= 3ν* + 6ν 
= 3ν(ν 2 + 2). 

Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

(ΐ) αν ν = 3χ, τότε Λ τ = 9κ(9κ 2 + 2), 

(») αν ν = 3χ 4- 1, τότε Λ Γ = 3(3χ 4- 1)3(3χ 2 4 - 2κ + 1), 

(ϋΐ)αν ν = 3χ + 2, τότε Ν = 3(3χ -I- 2)3(3κ 2 + 2κ 4- 2). 

Αρα πάντα ο αριθμός Ν είναι πολλαπλάσιο του 9. 

19. Αφού χ > ν θα έχουμε ότι χ = ν 4- μ. Τότε 

α 2 “ - 1 = _ , 

= Κ“ 2 ') 2 -ι| ■(···) 

= (« ί ·-1)(α 2 · + 1)(...) 

και (α 2 ” - 1) | (α 2 ' - 1). Άρα δ | α 2 " - 1 και δ | (α 2 ' 4- 1), δηλαδή 
δ | 2. 

Αν ο αριθμός α είναι άρτιος, τότε ο α 2 * - 1 είναι περιττός και δ = 1. 
Αν ο αριθμός α είναι περιττός, τότε ο α 2> -1 είναι άρτιος και δ = 2. 

20. Για α > 2 έχουμε 

(α - 1)α(α 4- 1) = α(α 2 4- χ) - (χ + 1)α, 

οπότε συμπεραίνουμε ότι ο α 2 4- χ διαιρεί τον (χ 4- 1)α, άρα 

α 2 4- χ < (χ 4 1)α 
ή α(α - 1) < κ(α - 1) 
ή α < χ. 

Αν α = 1 τότε προφανώς χ > 1 από την υπόθεση. 
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21. Ας υποθέσουμε ότι χ = νχ/, με ν > 1. Επειδή και οι δύο αριθμοί 
είναι επταψήφιοι, θα πρέπει ν < 10. Οι αριθμοί χ , ?/ έχουν άθροισμα 
ψηφίων 

1+2 + 3 + 4 + 5 + 6+ ί — 28 

οπότε αφήνουν υπόλοιπο 1 διαιρούμενοι με το 9, δηλαδή ι/ = 9κ+ 1 
για κάποιο κ. 

Όμως τότε νι/ = 9νκ + ν και επειδή ο χ αφήνει υπόλοιπο 1 με το 
9 πρέπει ν = 1, δηλ. χ = ]/, άτοπο. Αρα ο χ δεν είναι πολλαπλάσιο 
του ν· 

22. Παρατηρούμε ότι 

2304 = 2* ■ 3 2 = (2* · 3) 2 = 48 2 . 

Ακόμη 

7 2ν - 2352ν - 1 = (7 2 ) ν - 2352ν - 1 

= (1 + 48) ν — 48ν — 1 - 2304ν 

= (*) · 48 2 + (^) · 48 3 + ... + 48 ν - 2304 ν 
= 2304 · [(;) + (;) - 48 + ... + 48 ν_2 - ν]. 

Αρα 2304 | Ν. 

23. Αν μ > 2 , τότε από τη σχέση 2 ν = α μ - 1 έχουμε 

2 ν = (α - ΙίΚ' 1 + α Μ ~ 2 + ... + β + 1). 

Ο ακέραιος α αποκλείεται να είναι άρτιος, διότι τότε το δεύτερο 
μέλος της ισότητας θα ήταν περιττός αριθμός, άτοπο. 

Αρα ο ακέραιος α είναι περιττός. Επιπλέον ο α — 1 πρέπει να είναι 
δύναμη του 2, δηλαδή α - 1 = 2* ή α = 2* - 1 (χμ < ν). 

Όμως 

α^ = 2 ν +1, 

(2" - 1) μ = 2 ν + 1, 

2*** Η- μ2 χ(Μ-Ι > 4-... + μ2 χ = 2\ 

που είναι αληθές μόνο για μ = 2, κ = 1. α = 3 και ν = 3. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 1.3 

Α’ Ομάδα 

1- Αν χ = (2ν- 1,2ν + 1) τότε ο αριθμός χ διαιρεί τέλεια την διαφορά 
(2 ν + 1) — (2ν — 1) — 2 . 

Αρα χ = 1 ή χ = 2 και αφού οι αριθμοί 2ν + 1 χαι 2ν - 1 είναι 
περιττοί καταλήγουμε στο ότι κ=1. 

2. Ανάμεσα σε τρεις διαδοχικούς φυσικούς ν, ν + 1, ν + 2 Θα υπάρχει 
τουλάχιστον ένας από αυτούς που είναι άρτιος και ένας ακριβώς 
που είναι πολλαπλάσιο του 3. 

Επειδή (2,3)=1, παίρνουμε ότι 6 = 2-3 | ν(ν + 1)(ν + 2). 

3. Όμοια με την προηγούμενη άσκηση. 

4. (1109.4999) = 1, (2318.1769) = 29. 

5. (-2353)(1109)+(522) (4999) = 1, (13)(2318)Η-(-17)(1769) = 29. 

0. Προφανώς, αν δ = (α,β) τότε δ | (οτ +/3), δ | (α - β) και 
δ < (α+β, α-β). 

7. Αν Θέσουμε δ = (α,α + ν), τότε δ | α και δ | (ατ + ν). Άρα 
δ | [(α + ν) - α], δηλαδή δ | ν. 

8. Αφού (ν, ν + χ) = 1, Θα έχουμε ότι (ν, χ) = 1 για κάθε φυσικό ν. 
Επιλέγοντας ν = χ προκύπτει ότι (κ. κ) = 1, άρα χ = 1 ή -I. 

9. Αν ο μέγιστος κοινός διαιρέτης δύο φυσικών ν και κ είναι (ν Τ κ)=3, 
τότε 3 | (ν + κ) και αποκλείεται να ισχύει ν+κ=100, διότι ο αριθμός 
100 δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. 

10. Αποδεικνύονται άμεσα και οι τρεις ιδιότητες από την Εφ. 8 § 1,3. 
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Β’ Ομάδα 

11. Αν για έναν τυχαίο ακέραιο κ θεωρήσουμε τον δ = (α,/3) = 

= (14κ + 3,21χ 4- 1), τότε δ | (14x4-3), δ | (21χ+ 1), οπότε 
δ |(3-(14x4-3)-2(21x4-1}]. 

Αρα δ | 7 και αφού δ | (21x4-1), έχουμε ότι δ | (21x4-1 - 7(3χ)], 
δηλαδή δ | 1 συνεπώς δ = 1. 

12. Έστω τρεις ακέραιοι αριθμοί α, β και γ τέτοιοι ώστε 
(α,/3) = (/3,γ) = (χ,γ) = 1. 

(ΐ) Από τη σχέση (α,/3) = 1, θα υπάρχουν ακέραιοι χ , ΐ/ τέτοιοι 
ώστε αχ 4- βν = 1, άρα 4- βγυ = γ. Αν δ = (α,/3, γ), τότε 
δ I χ και δ | γ . Επομένως, δ | (α, γ) και δ = 1. 

(ΐΐ)Για τους ακέραιους α*,/3 ν και γ μ ισχύει (α*,/3 ν ) = (β*- 7 μ ) = 1 
και από το ερώτημα (ϊ) προκύπτει άμεσα ότι (α χ ,/3 ν · γ*) = 1 - 


13. Έστω α και β δύο φυσικοί με (α,/3)=1 και δ = (α + β,α - β). 
Προφανώς ο δ διαιρεί το άθροισμα (α 4- /3) 4- (α - β) = 2α και τη 
διαφορά (α 4- β) - (α - β) = 2β. Αρα δ | (2α. 2β) και δ | 2 , αφού 
(α,/3) = 1, οπότε δ = 1 ή δ = 2. 

14. Έστω (α,/3)=1 και (α4-χ/3,/3)=δ για έναν τυχαίο ακέραιο χ. Τότε 
δ | β και δ | (α4-κ/3), άρα δ ( [(α4-κ/3)-κ/3], οπότε δ | α. Επομένως, 
δ | (α,β) , δηλαδή δ = 1. 

15. (ί) Αν δ = (8α 4- 5,5α 4- 3), τότε δ | (8α 4- 5) και δ | (5α 4- 3). 

Αρα δ | (5(8α 4- 5) - 8(5α 4- 3)], δηλαδή δ | 1 και δ = 1. 

(ϋ) Έστω δ| = ( α.β ) και δ 2 = (α — β, 2α — 3/3). 

Αφού δ! | α και δ| | β, έχουμε ότι δ| | (α - β) και δι | (2α - 3/3), 
άρα δ] < δϊ. 

Αφού δ; ( (α - β) και δ 2 | (2α - 3/3) είναι φανερό ότι 

δ 2 | [2(α -β) - (2α - 3/3)], άρα δ 2 | β και I [3(α -β) - (2α - 3/3)], 

δηλαδή δ 2 | α. 

Επομένως, δ 2 < δ> οπότε δι = δ 2 . 
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16. (ΐ) Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 1.3.2 έχουμε: 

(α + /3,5α + 6,3) = (α 4-/3, 5α + 6/3 - 5(α 4-/3)) 

= (« + β, β) 

= (*+β-β, /3) 

= (“> β). 

(ΐΐ) Έστω <5ι = {2α + 3/3, 3α 4- 4/3) και ι *2 = (α,/3) 

Αφού δ 2 | α και & \ β, από το Θεώρημα 1.2.1 έχουμε ότι 
<$2 | (2α 4- 3/3) και ό* | (3α 4- 4/3), άρα δ -2 5 δ| · 

Αφού Λ| | (2α 4- 3/3) και δ| | (3α + 4/3), έχουμε ότι 
Λ, | 3(2α 3/3) - 2(3α 4- 4,3)] δηλαδή δ, | β και 

δ, | 3(3α 4- 4/3) - 4(2α 4- 3,3)], δηλαδή δ, | α. 

Επομένως, δ] < άρα δ) = δ 2 . 

17. Το (ϊ) είναι προφανές από την Πρόταση 1.3.7. 

Για το (η) ας θεωρήσουμε τους δ, = (α,/3) και δν = (α. 2). 
Προφανώς δ^ | α, δ 2 | β και δ 2 < δ^ 

Επιπλέον, δι | α, δι | (2 ■ και ο δι είναι περιττός αφού ο α είναι 
περιττός. 

Άρα, από την Πρόταση 1.3.10, πρόκυπτει ότι δι | \ και δ! < δ 2 . 
Επομένως. δ| = δ^. 

18. Αφού τα κλάσματα είναι ανάγωγα, ισχύει ότι (α,/3) = (γ, δ) = 1. 
Αν το άθροισμα 

α γ _ αδ 4- βγ 

β + δ ~ /3δ 

είναι ακέραιος, τότε /3δ ( (αδ 4- /3γ). Δηλαδή, β | (αδ 4-/3γ) και 
δ | (αδ 4- βγ ), οπότε β | αδ και δ | βγ. 

Από τη οχέση (α,/3) = (γ,δ) = 1, προκύπτει ότι β | δ και δ | β. 
Άρα β = δ. άτοπο. 

19. Αφού (α,6) = {β, 6) = 1, οι αριθμοί α και ,3 γράφονται στη μορφή 
α = 6κ ± 1 και ,3 = 6λ ± 1. Επομένως 

α 2 = 36κ 2 ± 12κ 4- 1 = 12(3κ 2 ± χ) 4-1 
και 

β 2 = 36λ 2 ± 12λ 4- 1 = 12(3λ 2 ± κ) 4 - 1. 
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Για το (ί) έχουμε ότι 

α 2 - β' 1 = 12[(3κ 2 ± χ) - (3λ 2 ± λ)) = πολ.12, 
ενώ για το (ΐί) ισχύει ότι 

α 2 + β 2 = 12[(3κ 2 ± χ) - (3λ 2 ± λ)] + 2. 

Αρα (α 2 - β 2 , 12) = 12 και (α 2 4- β 2 , 12) = 2. 

20. Έστω χ. τ/ τέτοιοι ώστε (χ,ι/) = 5. Τότε γράφονται χ = 5α και 
υ — οβ με (α,/3) = 1, ενώ ζ + ν = 5(α + β). 

Υπάρχουν άπειροι ακέραιοι α τέτοιοι ώστε (α, 20 — α) = 1, οπότε 
{5α, 100-5α) = 5 με 5α+ (100-5α) = 100. Άρα υπάρχουν άπειρα 
ζεύγη ακεραίων χ = 5α και υ = 100 - 5α τέτοια ώστε χ + ^ = 100 
και (χ, ν) = 5. 

21. Ο αριθμός Ν' = ν 4 - ν γράφεται στη μορφή 

Ν = (ν- 1)ν(ν+ 1)(ν 2 + 1). 

Το γινόμενο (ν — 1)ν(ν + 1) διαιρείται τέλεια με τον αριθμό 6, ενώ 
ο αριθμός 5 διαιρεί τέλεια τον αριθμό Ν. Αφού (5,6) = 1, προκύπτει 
ότι 30 | Ν. 

22. Ο αριθμός Ν = ν 7 - ν γράφεται στη μορφή 

Ν = ν(ν - 1){ ν + 1)(ν 2 + ν + 1)(ν 2 - ν + 1). 

Γνωρίζουμε ότι 6 | ν(ν - 1)( ν + I), δηλαδή ότι 6 Ν. Ελέγχουμε 
περιπτώσεις ανάλογα με το υπόλοιπο της διαίρεσης του ν δια 7: 

(ί) Αν ν = 7κ ή ν = 7κ + 1 ή ν = 7κ + 6, τότε προφανώς 
7 | ν(ν — 1)(ν + 1), οπότε 7 | Ν. 

(ϋ) Αν ν = 7κ + 2 τότε ν 2 + ν + 1 = 7(7κ 2 + 5κ+ 1) και 7 | Ν. 
Ομοια ελέγχουμε και τις υπόλοιπες περιπτώσεις. 

23. Έστω το γινόμενο Ν = ν(ν + 1)(ν + 2)(ν + 3). Προφανώς ένας 
από τους παράγοντες θα είναι πολλαπλάσιο του 3. άρα 3 | Ν. 
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Διακρίνουμε περιπτώσεις ως προς το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
ν δια 4. 

(ΐ) Αν ν = 4χ, τότε 4 1 ν και 2 | (ν + 2). 

(ϋ) Αν ν = 4χ 4 1, τότε 4 | (ν 4 3) και 2 ( (ν -4- 1). 

(ΐϊϊ) Αν ν = 4χ 4 2, τότε 4 | {ν 4 2) και 2 | ν, 

(ίν) Αν ν = 4χ 4 3, τότε 4 | (ν 4 1) και 2 | (ν + 3). 

Άρα σε όλες τις περιπτώσεις 8 | ΛΓ, 3 | Λ’ και αφού (8,3)= 1 έχουμε 
ότι 24 | .\ Γ . 

24. Ο αριθμός Λ’ = 1492 ν - 1770 ν - 1863 ν 4 2141 ν γράφεται 

Ν = (2141 ν - 1863 ν ) - (1770 ν - 1492 ν ) ή 

Λ’ = (2141 - 1863)(214Γ' ι 4 ...4 1863 ν -») 

-(1770- 1492)(1770 ν_1 4 ... 4 1492 ν ' ι ) ή 

Λ Γ = 278(2141 ν -> 4 ... 4 1803 ν ~ ι - 1770 ν ~ ι 1492ν - 1). 

Επίσης γράφεται 

ΛΤ = (214Ρ - 1770 ν ) - (1863 ν - 1492 ν ) ή 
Ν = (2141 - 1770)(2141 ν_ 1 4 ... 4 1770ν - 1) 

-(1863- 1492)(1863 ν " 1 4 ... 1492 ν ~ 1 ) ή 

Λ Τ = 371(2141 4 ...4 1770 ν—1 - 1863ν - 1 - ... - 1492 ν -'). 

Δηλαδή ο αρ.θμός Ν είναι πολλαπλάσιο των 278 = 2 ■ 139 και 
371 = 7-53, οι οποίοι είναι πρώτοι μεταξύ τους. Αρα (2· 139-7} | Ν 
ή 1946 | Ν . 

25. Είναι α 2 (α 2 - 1)(α 2 - 4) = (α - 2)(α - 1)α(α 4 1)(α 4 2)α. 

Σε 5 διαδοχικούς αριθμούς υπάρχουν τουλάχιστον δύο πολλαπλά¬ 
σια του 3, δύο πολλαπλάσια του 2, από τα οποία ένα τουλάχιστον 
είναι πολλπλάσιο του 4 και ένα πολλαπλάσιο του 5. 
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Έτσι, ο αριθμός α 2 (α 2 - 1 )(α 2 — I) διαιρείται με τους αριθμούς 9,8,5 
χαι επειδή αυτοί οι αριθμοί είναι πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο, θα 
διαιρείται και με τον 9 · 8 · 5 = 300. 

26. Παρατηρούμε ότι: 

3(14ν + 3) - 2(21 ν + 4) = 1, 

οπότε οι αριθμοί 14ν + 3 και 21 ν + 4 είναι πρώτοι μεταξύ τους. 

27. Αφού α, γ περιττοί, από τη σχέση οτ + β 2 — Τ έχουμε ύτι ο β 
είναι άρτιος. Έστω δ = (β + γ , γ - β). 

Τότε ο δ διαιρεί τους αριθμούς 

03 4- γ) + {χ - β) = 2γ 
και (β+γ)-(γ-β) = 2β. 

Όμως ο δ είναι περιττός, αφού οι β + γ, γ — β είναι περιττοί άρα 
ο δ διαιρεί τους γ και β επίσης. Αφού όμως 03, γ) = 1, έχουμε 
δ = 1. 

Έτσι επειδή (β + γ)(β - γ) = α 2 και δ = 1, συμπεραίνουμε ότι οι 
αριθμοί β -4- /. γ - β είναι επίσης τέλεια τετράγωνα. 
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Λύσεις Ασκήσεων §1.4 

Α’ Ομάδα 

1. Όμοια με Εφαρμογή 1 §1.4. 

2. Όμοια με Εφαρμογή 1 §1.4. 

3. Όμοια με Εφαρμογή 1 §1.4. 

4. Όμοια με την Εφαρμογή 2 §1.4. 

5. (ΐ) Αν χ, ΐ] είναι δυο θετικοί ακέραιοι, τότε χ > 1 και υ > 1. Επο¬ 
μένως, 7χ 4- 1ό^ > 22 και η εξίσωση 7χ ■+ 15ί/ = -10 αποκλείεται 
να έχει λύση για χ, > 0. 

(») Παρατηρούμε ότι (3,15)=3 με 3/16, άρα η εξίσωση 
3.γ + 15ν = 16 δεν έχει λύση, από το θεώρημα 1.4.1. 

(ΐϊϊ) Όμοια με το (ί). 


6, θέλουμε = πολ.3, δηλαδή να υπάρχει ακέραιος >/ τέτοιος ώστε 


7ζ 4- 12ν = 9. 

II παραπάνω γραμμική Διοφαντική εξίσωση έχει πάντα λύση, διότι 
(7.12)=1 και I | 9. Επίσης, παρατηρούμε ότι 

7(—5) + 12 ■ 3 = 1 

και πολλαπλασιάζοντας με 9 έχουμε ότι 

7(-45) + 12-27 = 9. 

Δηλαδή, μία λύση της εξίσωσης είναι χ 0 = -45, ϊ/ 0 = 27. Η Διο- 
φαντική εξίσωση έχει άπειρες λύσεις της μορφής 

ι = —45 + 12ί 
V =27-7*, 

για κάθε ακέραιο I. Άρα το πηλίκο είναι πολλαπλάσιο του 3 
για κάθε ακέραιο της μορφής χ = —45 + 12ί, όπου I € Ζ. 
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7. Από τον αλγόριθμο του Ευκλείδη γνωρίζουμε ότι υπάρχει τουλά¬ 
χιστον ένα ζευγάρι (κ, λ) ώστε δ = χα + λβ. 

Αλλά για κάθε μ έχουμε 

κ'α + λ'β = (χ - μβ)α + (λ + μα)β = χα + λβ = δ 

όπου χ = χ - μβ και λ' = λ + μα. Οπότε οι χ, λ δεν είναι μοναδι¬ 
κοί. 

Επιπλέον, το πλήθος των ζευγών (χ, λ) είναι άπειρο. 


Β’ Ομάδα 

8. Αν χ είναι το πλήθος των ενήλικων θεατών και \) είναι το πλήθος 
των παιδιών, τότε έχουμε τη γραμμική Διοφαντική εξίσωση 

1800γ + 750ι/ = 90000 

την οποία και λύνουμε όμοια με την Εφ. 1 § 1.4. 

9. Έστω τα κλάσματα χ/5 και ^/7 τέτοια ώστε 

£ V _ 26 

5 7 35 



7χ + 5ι/ _ 26 
5 “ ΊΓ 


Έτσι έχουμε τη γραμμική Διοφαντική εξίσωση 

7χ + 5ι/ = 26 

η οποία έχει λύση διότι (7,5)=1 με 1 | 26. Παρατηρούμε ότι 

7(-2) +5-3= 1 



7(-52) + 5 · 78 = 26 
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και μια λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι χ 0 = -52 και 
2/ο = 78. Από το Θεώρημα 1.4.2 έχει άπειρες λύσεις της μορφής 

χ = —52 + 5* 

V = 78 — 7ί 

για κάθε ακέραιο I. Άρα τα ζητούμενα κλάσματα είναι τα 

-52 4-5* 78 - 71 

-;- και —-— 

ο 7 

όπου I € Ζ. 

10. Αφού οι ακέραιοι χ και ρ είναι πολλαπλάσια του 5, υπάρχουν ακέ¬ 
ραιοι ω και ζ τέτοιοι ώστε χ = 5ω και ρ = 5 ζ. Επομένως, έχουμε 
τη γραμμική Διοφαντική εξίσωση 

3ω 4- 4ζ = 10 

η οποία λύση διότι (3,4)=1 με 1 | 10. 

Παρατηρούμε ότι 1 = 3(—1) 4-4-1 και πολλαπλασιάζοντας με 10 
έχουμε ότι 3( —10) 4- 4 -10 = 10, δηλαδή μία λύση είναι α>ο = -10, 
ζ 0 = 10 . 

Η γραμμική Διοφαντική εξίσωση 3ω4-4ζ = 10 έχει άπειρες λύσεις 
της μορφές 

ω = -10 4-4* 

2 = 10 - 31, 

όπου ( € Ζ. Οπότε, η εξίσωση 3χ 4- 4{/ = 50 με τους χ, ρ να είναι 
πολλαπλάσια του 5 έχει άπειρες λύσεις της μορφής 

χ = - 50 4- 20* 


ρ = 50 - 15*, 


όπου * € Ζ. 


11. Η εξίσωση (3χ 4- 2ρ - 4) 2 = (2χ 4- ρ - 5) 2 γράφεται 

(3χ 4- 2ρ - 4) 2 - (2χ 4- ρ - 5) 2 = 0 ή 
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(χ + μ - 1)(5χ + 3ί/ - 9) = 0 
Επομένως, έχουμε δύο γραμμικές Διοφαντικές εξισώσεις 

Λ + V ='-Ι 


και 

5χ + 3«/ = 9 

οι οποίες έχουν και οι δύο άπειρες λύσεις διότι (1,1) | (-1) και 
(δ, 3) | 9. 

Υπολογίζουμε τις λύσεις τους, όπως στην Εψ. 1 § 1.4 και η ένωση 
αυτών των λύσεων είναι οι λύσεις της εξίσωσης (3χ -I- 2^ - 4) 2 = 
(22χ + ν - 5) 2 . 


12. Η εξίσωση (ν'/ - 1)χ 2 + 2 ν ήϋχ-3(ν / λ +1) = 0 έχει μια διπλή ρίζα 
αν και μόνο αν 

Δ = 4μ + 12(λ — 1) =0, 

δηλαδή αν 

μ + 3λ = 3. 


Έχουμε μια γραμμική Διοφαντική εξίσωση, η οποία έχει λύση 
διότι (1,3)=1 και 1 | 3. Παρατηρούμε ότι 


10+31=3 


και προφανώς μια λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι μο = 0, 
λ 0 = 1. Επομένως, έχει άπειρες λύσεις της μορφής 

μ = 3ί 
λ =3 - ί, 


για κάθε ακέραιο (. 

13. Η εξίσωση ι/ 2 - 6χ 2 + χ^ - υ + 17χ - 12 = 0 γράφεται ως τριώνυμο 
του υ : 

\) 2 + {χ - 1 )ϊ/ + (—6χ 2 + 17 γ — 12) = 0 

με διακρίνουσα Δ = (χ - I) 2 - 4(-6χ 2 + 17χ - 12) = (5χ - 7) 2 
και ρίζες 

-χ + 1 + 5χ - 7 
V = -^-= 2χ - 3 


2 
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και 


—χ + 1 — 5χ + 7 

V =---= -3χ + 4. 


2 


II αρχική εξίσωση γράφεται 


(V - 2χ + 3){ν + 3χ - 4) = 0, 

οπότε πρέπει να ισχύει ι/ - 2χ = -3 ή ι/ + 3α = 4. Λύνουμε αυτές 
τις δύο γραμμικές Διοφαντικές εξισώσεις και η ένωση των λύσεων 
τους είναι οι λύσεις της εξίσωσης ν 2 - 6χ* + χ^ - ν + 17χ - 12 = 0. 

11 γραμμική Διοφαντική εξίσωση 5χ + 7$/ = γ έχει πάντα λύσεις 
διότι (5,7)=1 με 1 | γ, Παρατηρούμε ότι 

5 · 3 + 7(—2) = 1 

και πολλαπλασιάζοντας με γ έχουμε ότι 

δ(3γ) + 7{-2γ) = γ. 

Δηλαδή μία λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι χ 0 = 3γ, ι/ 0 = 
-2γ. Έχουμε λοιπόν άπειρες λιάσεις της μορφής 

χ = 3γ + 7ί 
V = -2 γ - 5ί, 

με ί € Ζ. Οι λύσεις αυτές είναι θετικές αν και μόνο αν 

37 


3γ 4 -11 > 0 ή ί >- 


και 


-2γ — 5ί > 0 ή I < . 

5 

Επομένως, έχουμε 9 θετικές λύσεις αν 

® < -¥ - Η) < »0 

ή 9 < [, ^ η Γ < 10 
ή 315 < γ < 350. 

Όμως παρατηρούμε ότι και στην περίπτωση γ = 350 έχουμε 9 
θετικές λύσεις για ί = -149,-148,...,-141. Άρα ο μεγαλύτερος 
ακέραιος γ που μας δίνει 9 ακριβώς θετικές λύσεις είναι ο γ = 350. 
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15. Αν έχουμε χ κέρματα των 5 δραχμών και υ κέρματα των 10 δραχμών, 
τότε θα έχουμε και ζ = 24 - χ — υ κέρματα των 20 δραχμών. 

Με τον τρόπο αυτό προκύπτει η Διοφαντική εξίσωση 

5χ + 10ι/ + 20(24 -Χ-ν) = 200 ή 
— 15χ - 10$/ + 480 = 200 ή 
15χ+10ι/ = 280. 

Αφού (15,10)=5 με 5 280, από το Θεώρημα 1.4.1, η γραμμική 

Διοφαντική εξίσωση έχει λύση. Παρατηρούμε ότι 

15 · 1 + 10(-1) = 5 

και πολλαπλασιάζοντας με τον αριθμό 56 παίρνουμε ότι 

15-56 + 10(-56) = 280, 


δηλαδή μια λύση είναι Χο = .56, $/ 0 = -56. 

Από το Θεώρημα 1.4.2 η Διοφαντική εξίσωση έχει άπειρες λύσεις 
της μορφής 


χ = 56 + 




I = 56 + 2ί 


I = —56 — 3ί, 


όπου I € Ζ. 

Όμως, οι αριθμοί χ και \) ικανοποιούν τις σχέσεις 0 < χ < 24. 
0 < ν < 24 και 0 < χ + ν < 24. Επομένως, 


0 < 56 + 2ί < 24, 0 < -56 + 3* < 24 και 0 < -I < 24 
ή -28 < I < -16, - ? < ί < - καί -24 < I < 0. 

Οι τρεις ανισώσεις συνα).ηθεύονται για ί = -24,...,—10 και 
έχουμε 6 δυνατούς συνδυασμούς: 

χ = 8 ι/ = 16 2 = 0, 
χ = 10 |/ = 13 2=1, 
χ = 12 \) = 10 2 = 2, 
χ = 14 ι/ = 7 2 = 3, 

χ = 16 $/ = 4 2 = 4, 

χ = 18 ί/=1 2 = 5. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 1.5 

Α’ Ομάδα 

1. Απλή εφαρμογή του ορισμού του Ε.Κ.Π. 

2. Όμοια με Εφαρμογή 2 §1.5. 

3. (ϊ) Προφανώς {ν, ν + 1} = (ν, 1) = 1 και από την Πρόταση 1.5.4 
προκύπτει ότι [ν, ν + 1] = ν(ν + 1). 

(π) Προφανώς (2ν - 1, 2ν + 1) = (2ν - 1, 2) = 1 και από την 
Πρόταση 1.5.4 προκύπτει ότι [2ν — 1, 2ν+ 1] = (2ν - 1)(2ν+ 1). 

4. Οι α, β γράφονται α = 10/ και β = 10ό. Επιπλέον 

αβ = (<χ,β)[α,β) ή 
100/δ = 1000 ή 
γ& =10, 

με 0 < γ < δ. Έχουμε λοιπόν δύο περιπτώσεις: 

/ = 1, 5 = 10 και α = 10, β = 100 ή 
/ = 2, 5 = 5 και α = 20, β = 50. 

5. θέλουμε τον ελάχιστο φυσικό Ν, τέτοιον ώστε 

2 | (Λ Γ - 1), 3 | (Λ - 2),..., 10 | (ΛΓ - 9) 


ή ισοδύναμα 


2 I (Λ' + 1),3 | (Λ Γ + 1),..,, 10 | (ΛΓ + 1), 

δηλαδή ο Ν+1 είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών 
2,3,4 = 2 2 ,5,6 = 2 · 3,7,8 = 2 3 ,9 = 3*. 10 = 2 5. 

’Αρα .V + 1 = 2 3 · 3 2 · 5 · 7 = 2520, οπότε Ν=2519. 
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Λύσεις Ασκήσεων §1.6 

Α’ Ομάδα 

1. Προφανής από τους ορισμούς των πρώτων αριθμών και του Μ.Κ.Δ. 

2. Προφανής από το θεώρημα 1.3.9. 

3. Όμοια με την προηγούμενη άσκηση, χρησιμοποιώντας το θεώρημα 
1.3.9. 

4. Κάθε φυσικός της μορφής ν = 3κ + 1 γράφεται στις μορφές : 

ν = 6λ + 1 ή ν = 6λ + 4. 

Όμως ο αριθμός 6λ + 4 είναι άρτιος και μεγαλύτερος του 3, άρα 
αποκλείεται να είναι πρώτος. 

5. Όμοια με την απόδειξη της Πρότασης 1.6.2. 

6. Έχουμε: 

1234 = 2-617 

10140 = 2 2 - 3 · 5 · 13 2 
χαι 36000 = 2* · 3 2 · 5 3 . 

7. Γράφουμε τους 5247000 και 189280 στην κανονική τους μορφή 

5247000 = 2 3 ·3 2 · 5 3 · 11 ·53 
και 189280 = 2 5 · 5 ■ 7 · 13 2 . 

Αρα (5247000.189280) = 2 3 · 5 = 40 . 

8. Προφανής, αφού κάθε κοινός διαιρέτης των α, β έχει παράγοντες 
της μορφής ρ* με γ< < πιίη{α,)3}, ενώ κάθε κοινό πολλαπλάσιο 
των α, β έχει παράγοντες της μορφής ρ* με δ, > η\Άχ{α,β}. 

9. Ένας πρώτος αριθμός ρ > 3 γράφεται ως ρ = 3κ + 1 ή ρ = 3κ + 2. 
Αν ρ = 3κ + 2. τότε αποκλείεται ο κ να είναι άρτιος, αφού θα ήταν 
και ο ρ άρτιος. 

Αρα ο κ γράφεται ως κ = 2ν + 1 και ρ = 6ν ■+ 5. 



206 


Λύσεις .Ασκήσεων 


10. Κάθε άρτιος ν > 11 γράφεται στη μορφή ν = 4 + (ν - 4), όπου οι 
αριθμοί 4 και ν — 4 είναι σύνθετοι, ως άρτιοι. 

Κάθε περιττός ν > 11 γράφεται στη μορφή ν = 9 4- (ν - 9), όπου 
οι αριθμοί 9 = 3 2 και ν - 9 (ως άρτιος) είναι σύνθετοι. 

11. Για να είναι οι αριθμοί ρ και ρ + 4 πρώτοι, πρέπει ρ = 3κ 4-1 οπότε 
Ρ 4- 4 = 3κ 4- 5. Έτσι ο αριθμός Ν = 3ρ 4- 6 γράφεται 

Ν =(Ρ+1) + (ρ + 2) + (ρ + 3) 

= 3κ + 2 4- 3κ 4· 3 + 3κ + 4 
= 9χ 4- 9 = 9(κ +1). 

12. I ρά φούμε τους α και β ως γινόμενο πρώτων παραγόντων 

* = Ρ?' ΡΪ ·■ - ΡΪ 

β*=ΛΆ···Α· 

όπου όλοι οι εκθέτες είναι μη αρνητικοί. Οι αριθμοί α* και β* 
γράφονται 

α* = ρ™' ρ" 3 .. ρ**' 
β" = ρ*'ρ ?’... ρ*· 

και αφού α* | β χ , είναι προφανές ότι κα_, < χβ }> για κάθε 
> = 1,2.ν. Άρα α ; < β } , για κάθε ] = 1,2,..., ν και α | β. 

13. Λύνουμε όμοια με προηγούμενη άσκηση, γράφοντας α και β ως 
γινόμενα πρώτων παραγόντων και συγκρίνοντας τους αντίστοιχους 
εκθέτες. 

14. Αν ο αριθμός ν είναι άρτιος, τότε προφανώς και ο Λ Γ = ν 2 4- 2 ν 
είναι άρτιος. 

Αν ο αριθμός ν είναι περιττός, τότε Θα είναι της μορφής ν = 6κ4-1 
ή ν = 6κ + 5. Για ν = 6κ 4- 1, ο αριθμός 

Λ τ = ν 2 4- 2 ν = (Οχ 4- 1) 2 4- 2 6χ+1 

= 36κ 2 4- 12x4- 1 4· 2(63 4- 1) χ 
= 36κ 2 4- 12χ 4- 2 · 63(63 χ - 1 4-... 4- χ) 4- 3 

είναι πολλαπλάσιο του αριθμού 3. 

Για ν = 6χ 4· 5, εργαζόμαστε ανάλογα. 
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15. Όμοια με προηγούμενη άσκηση. 

1(5. Προφανώς ο αριθμός 50! έχει παράγοντες όλους τους πρώτους 
2,3,0,· · · |4 1 , 

Έστω ότι ρ | 50! με ρ πρώτο, ρ > 47 οπότε ρ > 53. Τότε, επειδή 
50! = 2 - 3 · 1 · 5... 50 και ρ πρώτος πρέπει 
ρ | 2 ή ρ | 3 ή μ | 4 ... ή ρ 50 άτοπο, αφού ρ > 53. 

Άρα οι πρώτοι παράγοντες του 50! είναι οι 2, 3, 4, 5, 7, 11, 13, 
17, 19, 23, 29, 31, 37, 41. 43, 47. 

17. Γράφουμε τον αριθμό 945 στην κανονική του μορφή 

945 = 3 3 · 5 · 7. 

Ο ελάχιστος φυσικός ν που απαιτείται ώστε ο αριθμός 945ν να 
είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, είναι ο 

ν = 3·5·7= 105. 

Πράγματι, 945ν = 3' ■ 5 2 · 7 2 = (3 2 · 5 · 7) 2 = 315 2 . 


Β’ Ομάδα 

18. Ένας από τους τρεις διαδοχικούς αριθμούς 

V - 1, 2 ν , 2 ν + 1 

διαιρείται με το 3. Αλλά ο αριθμός 2 ν δεν διαιρείται ποτέ με το 3. 

19. Επειδή α(α + /3 + γ + δ} = (α + γ)(α + δ), αν ο α 4-/3 4- γ + δ ήταν 
πρώτος, θα έπρεπε να διαιρεί έναν από τους α + γ, α + δ, αδύνατο 
αφού οα+/3+γ+δ είναι μεγαλύτερός τους. 

Έτσι οα+/5 + γ + <5 είναι σύνθετος. 

20. Έστω ο ένας πρώτος αριθμός της μορφής 

ρ = χ 3 ρ 1 = (κ + 1)(κ 2 - κ + 1), 

όπου κ > 1. Πρέπει ένας από τους παράγοντες κ + 1 ή κ 2 - κ +1 να 
ισούται με τη μονάδα. Όμως, κ+1 >2, άρα πρέπει κ 2 — κ +1 = 1. 
Δηλαδή, κ = 0 ή κ = 1. Επομένως, κ = 1 και ρ = I 1 + 1 = 2. 
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21. Αφού (α,ρ 2 ) = ρ και {β, ρ Λ ) = ρ 2 , έχουμε ότι ρ \ α με ρ 2 και 
ρ 2 | β με ρ 3 \β. Επομένως, 

ρ 3 | χβ και ρ 4 /α/3, άρα (α/3,ρ 5 ) = ρ 3 , 

ρ| (« + /3) και ρ 2 /(α+/3), άρα (α+ρ,ρ 2 ) = ρ, 

ρ\(<*-β) χ αι ρ 2 /(α-ρ), άρα (α-/3,ρ 5 ) = ρ, 

ρ 2 | (ρ* - /3) και ρ 3 /(ρα - /3), άρα (ρα - β,ρ 5 ) = ρ 2 , 

22. Γνωρίζουμε ότι στο γινόμενο 

ρ(ρ 4-1 )(ρ Η- 2) υπάρχουν ένας άρτιος παράγοντας κι ένας παράγο¬ 
ντας που είναι πολλαπλάσιο του 3. 

Όμως οι περιττοί πρώτοι ρ και ρ 4- 2 δεν είναι ούτε άρτιοι, ούτε 
πολλαπλάσια του 3. Άρα 2 | (ρ + 1) και 3 | (ρ 4- 1) , δηλαδή 
0 | (ρ+ 1). 

23. Εστω ο πρώτος αριθμός 

ρ = α 4 - β* 

«(α , -/3»)(β 1 +/3 ί ) 

= («-/3)(«+/)Η<. 2 + /3’). 

Πρέπει χ-β — α + β = 1, άρα α = 1 και β = 0. Επομένως, δεν 
υπάρχει πρώτος αριθμός της μορφής ρ = α* — β χ . 

24. Έστω ν = κ 2 και ν 4- 1 = λ* δύο διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι που 
είναι τέλεια τετράγωνα των φυσικών χ και λ. Τότε έχουμε 

λ 2 - * 2 = ( ν + I) - ν = 1 ή 

(λ — χ)(λ 4- χ) = 1. 

Άρα λ-κ = λ4·χ = 1, οπότε κ = 0 και λ = 1. Δηλαδή καταλή¬ 
γουμε ότι ν = 0, άτοπο, 

25. Εστω ν = ρ 4- ς = 154κ + 9, όπου ρ, </ πρώτοι. 

Επειδή ο ν είναι περιττός, ένας από τους ρ, η θα είναι άρτιος, δηλαδή 
ο αριθμός 2. 

Άρα ρ = 154κ 4- 7 = 7(22χ 4- 1) δηλαδή χ = 0, αφού ο ρ είναι 
πρώτος. Έτσι έχουμε ν = 7 4- 2 = 9. 
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Όμοια, αν υποθέσουμε ότι ν = ρ — η = 154κ + 9 παίρνουμε ρ = 
154κ + 11 = 11(14κ +1), οπότε κ = 0 και έτσι ρ = 11 άρα 
ν = 11 - 2 = 9. 

Έτσι ο ζητούμενος αριθμός είναι ο 9. 

26. Ένας πρώτος αριθμός ρ > 3 είναι της μορφής ρ = 3κ + 1 ή 
ρ = 3κ + 2. 

Λν ρ = 3κ +1, τότε ρ 2 = (3κ+ I) 2 = 9κ 2 + 6κ + 1 = 3κ(3κ4-2) + 1, 
όπου οι αριθμοί κ και 3κ + 2 είναι άρτιοι, άρα 12 | [3κ(3κ 4- 2)] . 
Αν ρ = 3κ + 2, τότε ο αριθμός κ είναι περιττός και ο ρ γράφεται 
ρ = 6λ + 5, άρα έχουμε ότι : 

ρ 2 = (6λ + 5) 2 = 36λ 2 + 60λ + 25 = 12(3λ 2 + 5λ + 2) + 1. 

Αρα, πάντα ο ρ είναι της μορφής ρ 2 = 12ν + 1 . 

27. Έστω ν = 2κ, οπότε ο αριθμός Λ Γ γράφεται 






ν-Ην<* 

999?.. 9 
·) 



IV _ 10--1 = (Κ> 3 )“-ί ή 
Λ — 0 9 1 



(ίο 7 - ΐΗΐο 3,, *- ,) + ια ί| "- 2) +...■—10* +1 > 

9 



·ν = 11(10 2(χ ' ι) + 10 2(χ -' 2> 4 ... + ίο 2 + ΐ). 


Προφανώς ο .\ Γ είναι σύνθετος. 

28. Γενικότερα θα αποδείξουμε ότι αυτό ισχύει για τον αριθμό 

Ν = 111... 1 γραμμένο σε οποιοδήποτε σύστημα αρίθμησης με 
βάση τον α > 2. (Στην περίπτωσή μας α = 10.) 

Αν ο ν είναι σύνθετος, δηλαδή ν = κλ τότε 



ν 


Ν = = 2^τ (α χ ί Α -'> + α κ(Α “ 2) + - - · + 1) ή 

Λ Γ = (α* -1 + α χ-2 +,.. + 1) (α 1 ^· -1 * + α χ<λ_1) + ... + ΐ) 
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δηλαδή ο αριθμός Λ’ είναι σύνθετος. 

29. Αφού μ | αβ, γνωρίζουμε ότι ο πρώτος μ 6α είναι παράγοντας του 
α ή του β. Ας υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι μ | α. 
Επιπλέον, μ | (α+/3), άρα ρ | [(α +/3) - α] δηλαδή μ \ β. Επομένως, 
καταλήγουμε ότι ρ | (α,/3). 

30. Οι φυσικοί α και β είναι πρώτοι μεταξύ τους, δηλαδή (α,/3) = 1. 
Ας υποθέσουμε ότι δ = (α + /3, α - β) > 1. Τότε ο αριθμός δ 
έχει τουλάχιστον έναν πρώτο διαιρέτη μ , ο οποίος θα διαιρεί το 
άθροισμα α + β και το γινόμενο α · β. 

Από την προηγούμενη άσκηση, έχουμε ότι ρ | (α,/3), άρα ρ < 1, 
άτοπο. 


31. Έστω α = ρ*' μ * 2 .. ./?“* η κανονική γραφή του α. Τότε η κανονική 
μορφή του α ν είναι 


Ύ ν — Λ ** 1 Μ*®* ,, 

* ~ Ρ \ Ρ'2 Ρ 


να Μ 

χ 


και αφού ρ | α ν προκύπτει ότι ο ρ είναι ένας πρώτος παράγοντας 
του α\ Επομένως, ο μ είναι πρώτος παράγοντας του α και ρ | α. 


32. Έστω δύο θετικοί ακέραιοι ν = χ 2 και ν + ρ = λ 2 , όπου ο μ είναι 
πρώτος και οι χ, λ φυσικοί αριθμοί. 

Έχουμε λ 2 - χ 2 = (ν + ρ) - ν = μ ή (λ - χ)(λ 4- χ) = μ, άρα 


λ - χ = 1 και λ 4- χ = ρ. 


Αν ο μ είναι περιττός, τότε λ = ^ και χ = *γ-. 

Αν μ = 2, 2λ = 3, άτοπο. 

Επομένως, για κάθε περιττό μ οι αριθμοί ν = και 

η 

ν + μ = ί 2 ^) είναι τέλεια τετράγωνα και διαφέρουν κατά ρ. 


33. Αν ο αριθμός κ“ + 1 είναι πρώτος μεγαλύτερος του 2, τότε ο κ ν 
πρέπει να είναι άρτιος, άρα και ο χ είναι άρτιος. 

Αν υποθέσουμε ότι ο ν έχει έναν πρώτο παράγοντα ρ > 3, τότε 
γράφεται ν = ρ ■ μ και ο αριθμός 


κ^ + Ι = (χ*γ + 1 

= (χ* 4 + 1)[(χ*) ρ - 1 - (χ* 1 )*- 2 ... - + I] 

είναι σύνθετος, άτοπο. Επομένως, ο ν είναι μία δύναμη του 2. 
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34. Αν Λ = 1, τότε προφανώς ρ = ς = 1. 

Αν δ > 1 και δ = ρί'Ρ-Ι'... είναι η κανονική μορφή του δ, τοτε 
κάθε πρώτος παράγοντας του δ είναι παράγοντας του μ ή του ν. 
Επιπλέον, οι φυσικοί μ και ν δεν έχουν κοινό πρώτο παράγοντα, 
διότι (μ, ν)=1. 

Επομένως, ο δ γράφεται δ = ρ · </ , όπου ρ είναι το γινόμενο 
όλων των κοινών πρώτων παραγόντων των δ και μ , ενώ </ είναι 
το γινόμενο όλων των κοινών πρώτων παραγόντων των δ και ν. 

35. Έστω ένας πρώτος αριθμός ρ > 5 . Τότε γράφεται ως ρ = 3ν + 1 
ή ρ = 6ν 4-1. 

ϊ) Αν ρ = 3ν + 1, τότε ο αριθμός ρ 2 + 2 = (3ν + I) 2 = 9ν 2 + 
6ν 4- 3 = 3(3ν 2 + 2ν 1) είναι σύνθετος. 

ϊϊ) Αν ρ = 6ν + 1, τότε ο αριθμός ρ 2 + 2 = (6ν + I) 2 + 2 = 
36ν 2 + 12 ν + 3 = 3(12ν 2 + 4ν + 1) είναι προφανώς σύνθετος. 

36. Αν ο αριθμός ν > 4 είναι σύνθετος και έχει τουλάχιστον δύο δια¬ 
φορετικούς πρώτους παράγοντες, τότε γράφεται στη μορφή 

ν = χ · λ. 

με χ < λ < ν - 1 . Δηλαδή οι φυσικοί κ και λ είναι παράγοντες 
του γινομένου (ν-1)! και ν | (ν — 1)! . 

Αν ο σύνθετος ν δεν έχει διαφορετικούς παράγοντες, τότε γράφεται 
ν = και προφανώς ο αριθμός 

(ν - 1)!= 1·2·3·...·κ(κ+ 1)...χ Η “ , ..·(Χ' υ - 1) 

είναι πολλαπλάσιο του χ ■ χ μ_1 = χ^ = ν . 

37. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι ο συντελεστής του 
μεγιστοβάθμιου όρου του Ρ(ζ) είναι θετικός. Τότε, καθώς ο αριθ¬ 
μός ζ τείνει στο +οο και η αριθμητική τιμή Ρ(ζ) θα τείνει στο 
-Ηχ. Επομένως, υπάρχει φυσικός αριθμός ν με Ρ(ν) > 0. Εύκολα 
μπορεί κανείς να επαληθεύσει ότι για κάθε φυσικό μ, ο αριθμός 
Ρ(ν) διαιρεί τον Ρ(ν + μΡ(ν)). 

Άρα υπάρχουν άπειροι φυσικοί ζ για τους οποίους η αριθμητική 
τιμή Ρ(χ) είναι σύνθετος αριθμός. 
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38. Όμοια με την Εφαρμογή 1*1 § 1.6 . 

39. Εστω ένας φυσικός α=4κ+3. Αν είναι πρώτος , τότε η απόδειξη 
είναι προφανής. Αν ο α είναι σύνθετος, τότε γράφεται στη μορφή 


όπου οι ρχ < ρι < ... < ρ ν είναι περιττοί πρώτοι αριθμοί, δηλαδή 
της μορφής 4λ+1 ή 4λ+3. 

Αν όλοι είναι της μορφής 4λ+·1 τότε προφανώς και το γινόμενό 
τους θα είναι της ίδιας μορφής, άτοπο. 'Αρα , τουλάχιστον ένας 
από τους πρώτους παράγοντες του α είναι της μορφής 4λ+3. 

Αν θεωρήσουμε έναν φυσικό α=6κ+5, καταλήγουμε στο ίδιο συ¬ 
μπέρασμα, εργαζόμενοι όπως παραπάνω. 

40. Ας θεωρήσουμε την κανονική μορφή των α, β , γ: 

* = Ρ\' ρ 2’ · · · Ρί* 

β =/>?'«?.. ·Α· 
υ = ρΓνί* · - ρί*. 

όπου κάποιοι από τους εκθέτες απορεί να είναι μηδενικοί. 

Τότε 


δ = ρ™Μ«ιΑ)ρΠ>ί*»(·ΐΑ} ρηηΙη{β«^} 

β·γ =#+"ι %+ τ ’...” 

δ . γ - ρ|Ί+·ηΐΒ{«ιΑ)ρΤΐ*ι«ιΙα{·ιΛ) ρΤ.+π.ΙηΙ*,,^) 

Από τη σχέση α | βγ , είναι φανερό ότι 

*> <β) + Υ) 0 = 1,2,...,κ) ή 

< ηιΐη{α,,β} + γ } 0' = 1,2,...,κ). 


Αρα α | &γ . 

41. Έχουμε ρ 2 - η 2 = (ρ + η)(ρ - η). 

Οι ρ, 7 θα είναι της μορφής 3κ+1 ή 3κ+2. αφού είναι πρώτοι αριθ¬ 
μοί. Αν είναι και οι δύο της ίδιας μορφής, τότε 3 | ρ - 7, ενώ αν 
είναι διαφορετικής μορφής , 3 | ρ-4- 7, άρα πάντα 3 | (ρ + 7)(ρ- η)· 
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Επίσης, επειδή οι ρ, η είναι περιττοί, οι αριθμοί ρ + ({ και ρ - η 
είναι άρτιοι. Αρκεί να αποδείξουμε ότι ένας από τους ρ + (/,;»- </ 
διαιρείται με τον 4. Τότε ο (ρ + η){ρ - </) θα διαιρείται με το 8, 
άρα και με το 24, αφού (8,3)=24. 

Πράγματι, οι μ, (/ θα είναι της μορφής 4κ+1 ή 4κ+3, οπότε, όπως 
και προηγουμένως, κάποιος τουλάχιστον από τους ρ + η, ρ - η θα 
διαιρείται με τον 4. 

42. Απλή, χρησιμοποιώντας το κριτήριο ρίζας. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 1.7 

Α’ Ομάδα 

1 . Απλή εφαρμογή του ορισμού των τέλειων αριθμών. 

2. Απλή εφαρμογή του ορισμού του δ(ν). 

3. Απλή εφαρμογή του ορισμού του ο(ν). 

4. Κάθε πρώτος αριθμός μ έχει ακριβώς δύο διαιρέτες (τον 1 και τον 
μ) και κάθε σύνθετος αριθμός α έχει τουλάχιστον και έναν τρίτο 
διαιρέτη. Αρα οι πρώτοι αριθμοί είναι οι μοναδικοί φυσικοί με 
ακριβώς δύο διαιρέτες. 

5. Έστω ν ένας φυσικός αριθμός με κανονική μορφή 


ν = ρϊ' ■ ρ5» · 


Ρ] 


και πλήθος διαιρετών 


δ(ν) — (αι + 1) - (α 2 4- 1) ’... ■ (α* + 1) = 3. 

Αρα α, = 2 για κάποιο I 6 {1,2,..., χ} και α, = 0 για κάθε ϊ ± I 
Δηλαδή, ο ν είναι της μορφής ν = μί 2 , όπου ρ : πρώτος. 

6. Αρκεί να ελέγξουμε όλους τους φυσικούς ν=4,5,6,7,8.9, αφού 
σ(10) > 10. Έχουμε 


σ(4) 

*( 6 ) 

σ(8) 


1 + 2 + 4 = 7, 

I + 2 + 3 + 6 = 
1 +2 + 4 + 8 = 


σ(5) 
12, σ(7) 
15, σ(9) 


=1+5=6 
=1+7=8 
= 1+3 + 9=13. 


Αρα δεν υπάρχει φυσικός ν με σ(ν)=10. 

7. Έστω η κανονική μορφή του ν, 

ν = ΡΪΡ? ·ΡΪ (Ρι < Ρ2 < · · · < Ρχ) 
και το πλήθος των διαιρετών του 

δ(ν) = (ν, + 1 ) (ν *2 + + 1 ). 

Ο αριθμός δ(ν) είναι πρώτος αν και μόνο αν χ = 1 και ν = ρβ 
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Β’ Ομάδα 

8. Θεωρούμε τον φυσικό ν στην κανονική του μορφή 

ν = ΡιΡ2 ···Ρχ“ (Ρι <Ρ2 < --- <Ρ*)· 

Από την υπόθεση δ(ν) = 12, προκύπτει ότι 
(ν, + 1)(ν^ + 1)... (ν* 4- 1) = 12. 

Επιπλέον, κ < 3, διότι 2* = 16 > 12. Επομένως ο ν γράφεται στη 
μορφή 

ν = ρ\'ρ?ρ? 

με 0 < ν, < 6, 0 < ν 2 < 4 και 0 < ι-, < 2 αφού 2 7 = 128 > 70. 
3 4 = 81 > 70 και 5 3 = 125 > 70. Λαμβάνοντας υπόψη μας και τη 
σχέση (ν 1 + 1)(ν 2 + 1)... (ν* + 1) = 12 καταλήγουμε στο ότι ο 
μοναδικός φυσικός που είναι μικρότερος ή ίσος του 70 και έχει 12 
ακριβώς διαιρέτες είναι ο 2 2 · 3 · 5 = 60. 


9. Αν Χχ = 1, κ 2 ,..., χ ν = α είναι όλοι οι παράγοντες του φυσικού α, 
τότε 



10. Έστω ν = ρ“ ι ■ ρ%* ·... · ρ*“ η κανονική γραφή του φυσικού ν > 1. 
'Εχουμε 
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11. Για έναν σύνθετο ν > 1 , έχουμε 

ο(ν) - («^) («£?) ...(^Γθ 

= (ρΡ + Ρι' 1 + ... + 1) (ρΡ + 

... (ρ*“ + μ**" 1 + ... + 1). 

Κάνοντας τις αράζεις καταλήγουμε ότι 


ρΓ * + 


. ·+· 1 ^ .. 


σ ( ν ) = (ρΓ ΡΪ) + (ρ*' _1 * Ρ? ■ .. - · ρ“·) + 


+ 


(* 


•ρΡ 1 


ρ: 


) + ... + Ρι + Ρ2 ■+■ · * · +Ρχ + 1. 


δηλαδή 


σ(ν) = ν+ί — + — + — I + ρ χ -Μ > ν + ν/ν. 

Ρι Ρ-2 Ρχ 


12. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι για κάθε περιττό πρώτο ρ, ο αριθμός 
2 ,, ~ 1 είναι της μορφής 3ν + 1. 

13. Αρκεί να μελετήσουμε τα υπόλοιπα των δυνάμεων του 2 με το 100. 

14. Έστω ν = ρ*' · ρ“ 2 .. ,ρ*'. Τότε έχουμε ότι: 

<5(ν) = (α, + 1)(οτ 2 + 1)...(α Γ + 1) 

δ( ν 2 ) = (2αι 4· 1)(2 0 Τ 2 + 1)... (2α Τ 4- 1). 

Επομένως τα α, πρέπει να επιλεγοιύν έτσι ώστε: 

(2αι + 1)(2«2 + 1)... (2α ν + 1) = κ(αι + 1)+ 1)... (α ν 4-1). 

Αφού οι (2α, + 1) είναι περιττοί, θα πρέπει και ο κ να είναι περιττός. 
Αντίστροφα, Θα αποδείξουμε ότι για οποινδήποτε δοσμένο περιττό 
κ, μπορούμε να επιλέξουμε κατάλληλα α,. ώστε να ισχύει η ζητού¬ 
μενη σχέση. 

Χρησιμοπιούμε μία μορφή επαγωγής για ν = χ. Αρχικά, ισχύει για 
χ = 1 (θεωρούμε ν = 1). Κατόπιν, θα αποδείξουμε ότι αν ισχύει 
για χ, τότε Θα ισχύει για το (2'"κ - 1), το οποίο αρκεί, αφού κάθε 
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περιττός γράφεται στη μορφή (2 ΓΠ χ— 1) για κάποιον μικρότερο πε¬ 
ριττό χ. 
θεωρούμε 

α, = 2'({2” 1 - 1) - 1), γιαι = 0,1. τη - 1. 

Τότε 

2α,+ 1 = 2 ,+, (2"' - 1)χ - (2 ,+ι - 1) 
α, + 1 = 2 , (2" 1 - 1)χ- (2’ - 1) 

Άρα το γινόμενο των (2α, +1) διαιρείται με το γινόμενο των (α.4-1) 
δίνει: 

2™(2™ - 1)χ - (2 ,η - 1) _ 2"'χ - 1 
(2” 1 - 1)χ ~~ χ 

Αν επιλέζουμε λοιπόν τα α, που δίνουν τον χ, έχουμε τον 2"'κ - 1 
και η επαγωγή έχει ολοκληρωθεί. 
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Λύσεις Γενικών Ασκήσεων του 1ου Κεφαλαίου 


1. Αν ένας φυσικός ν είναι περιττός, τότε 


ν = 2κ + 1 = κ + (κ -Μ). 


Δηλαδή, γράφεται ως άθροισμα δύο διαδοχικών φυσικών αριθμών. 
Αν ένας φυσικός ν είναι γινόμενο ενός άρτιου λ και ενός περιττού 
μ, τότε επαληθεύεται εύκολα ότι 







Δηλαδή, γράφεται ως άθροισμα μ διαδοχικών φυσικών αριθμών. 
Τέλος, μπορεί κανείς να παρατηρήσει από την Εφ. 9 §1.1, ότι καμ- 
μιά δύναμη του 2 δεν γράφεται ως άθροισμα διαδοχικών φυσικών. 


2. Ο αριθμός ,\ Τ γράφεται 


Ν = 1Γ° - 1 

= (11 — 1 )( 11 9 + 11 * + ... + 11 + 1 ) 
= 10(11 9 ·Μ1 8 + ... + 11 + 1). 


Το άθροισμα 11^ + 11 8 +... + 11 + 1 αποτελείται από 10 όρους και 
το τελευταίο ψηφίο κάθε όρου είναι το 1. Επομένως, έχουμε ότι 

11 9 + 11* + ... + 11 + 1 = 10κ+1 + 1 + ...+ 1 

ν V" * 

10-/*©νάδ*ς 

= 10κ -I- 10 


και Ν = 10 · 10(κ + 1) = 100(κ + 1). 

3. Αερού ο ν δεν είναι πολλαπλάσιο του 2 ή του 3, θα είναι της μορφής 
6κ + 1 ή6κ + 5, 

Αν ν = 6κ + 1, τότε 


ν* + 23 36κ 2 + 12κ + 24 


(3κ + 1)κ 


24 


24 


2 
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Αν ν = 6κ + 5, τότε 

ν 2 + 23 36χ 2 4-60χ 4- 48 (3χ 4- 5)χ Λ 

24 24 2 

Οι αριθμοί (3κ 4- 1 )κ και (3κ 4- 5)κ είναι άρτιοι για κάθε ακέραιο 
κ και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

4. Αποδεικνύουμε ότι ο αριθμός 54 διαιρεί τον 

Ν = (ν 3 - 4-1) 

= (ν — 1)ν 3 (ν 4- 1)(ν 2 4- ν 4- Οίν 2 — ν 4- 1). 

5. Είναι διαδοχικά : 

11...111 22^2 5 = .11... 111. ·ΙΟ 11 ” 9 4- 22 .^2 104-5 

1997 1998 1997 1998 

= 12 ^ 10 '»» + 212^10 4·5 
= 1 (ίο 3996 - ΙΟ 1999 4- 2 · ΙΟ 1999 - 20 4- 45) 
_ 1 (ίο 3996 4 - 2-5 10 Ι99Β 4- 25) 

= ί (10 ,Μ# + 5) 1 

δηλαδή, είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου αφού το άθροισμα των 
ψηφίων του αριθμού (10 1998 4- 5) διαιρείται με τον 3. 

6. Παρατηρούμε ότι 1441 = 11 · 131 και για αυτό πρέπει 
11 | (60 ν 4- χ· 71 ν ) και 131 | (6ϋ ν 4- χ · 70 ν ). 

Επειδή 60 ν 4- χ · 7Γ = (60 ν - 71 ν ) 4- (χ 4- 1)71 ν και ο αριθμός 
ο 60 ν - 71 ν = (60 - 71 )(60 ν_ 1 4- 60 ν " 2 · 71 4- ... 4- 7Γ- 1 ) είναι 
πολλαπλάσιο του 11, πρέπει και ο (χ4-1)71 ν να είναι πολλαπλάσιο 
του 11. 

Όμως (71,11) = 1, άρα πρέπει 11 | (χ + 1). 

Ανάλογα, έχουμε ότι: 60 ν 4- κ · 71 ν = (60 ν 4- 71 ν ) 4- (χ - 1)71 ν και 
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επειδή για περιττό ν , είναι 60 ν +71 ν = (60+71 )(00 ν " 1 . + 7Γ* 1 ), 
καταλήγουμε ότι 131 | (κ - 1). 

Επομένως, υπάρχουν κατάλληλοι φυσικοί α και β τέτοιοι ώστε 
κ = 11α - 1 και χ = 131/3 + 1. 

Άρα 

11α- 1 = 131/3 + 1 ή 


131/3 + 2 

11 


132/3-/5 + 2 2-0 


Για /3 — 2 παίρνουμε α = 24 και χ = 263 που είναι η ζητούμενη 
μικρότερη τιμή του χ. 


7. Παρατηρούμε ότι = }-|,-§ = Ι-(|)(1)= Ι-(§)(1). 

κ.ο.κ. Άρα έχουμε 


ϋ 

V 


1 + - + - + - — 2-4- 4- ^ 4- * 

1 ~ 2 3 1^5 6 ' · · · ' «+* “Γ 


478 ' 479 


2 

480 


1 + 2 + 3 + 4 + δ+ ,4 * + 480 (»)( 1 + 1 + 3 + ···+ϊ{ο) 


1 4- —ί— -4- ^ 1 ι 1 ι 

162 Γ 163 ^ # ^ 479 ^ 480 


161 


= ( 


161 + 480) ( 162 *** 479 


) + , , , -Γ ( 3 .^ο + ^1 ) 


_ 641 


+ 


111 


161480 ' 162 479 


70 + . . . + 


641 


320 321 


641 (—!— + —4 4-_!_1 

'^ΜβΙ 480 ^ 162 479 Τ * * * ^ 120.391 )' 


320 321 


Δηλαδή το πηλίκο α/ν γράφεται 


641 Μ 

ν 161 · 162· 163 *. *. * 479 · 480 

Άρα 641 | μ, αφού ο 041 είναι σχετικά πρώτος με τους αριθμούς 
161,162,... 


8. Εστω α το πλήθος των ζώων. Από τα λεγόμενα του κτηνοτρόφου 
προκύπτει ότι υπάρχουν φυσικοί χ και υ τέτοιοι ώστε 


α = 12χ + 9 χαι α = 16^ + 5. 
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Επομένως, έχουμε τη γραμμική Διοφαντική εξίσωση 

12α: 4- 9 = 16?/ 4- 5 ή 
-12*+ 10ι/ = 4. 

Αφού (-12,16) = 4 και 4 | 4, η εξίσωση έχει λύση και παρατη¬ 
ρούμε ότι 

-12 · 1 + 16- 1 = 4. 

Δηλαδή μια λύση της Διοφαντικής εξίσωσης είναι χ 0 = 1, ?/ο = 1- 
Άρα η εξίσωση έχει άπειρες λύσεις της μομφής: 

χ = 1 + 4ί 
V - 1 + 3ί, 


όπου I € Ζ. 

Επιπλέον έχουμε τους περιορισμούς 

250 < 12x4-9 < 300 και 250 < 1% 4- 5 < 300 ή 

250 < 12 4- 48ί + 9 < 300 και 250 < 16 4- 48ί 4- 5 < 300 ή 

229 ^ * ^ 279 
48 ^ 48 

’Αρα ί = 5, χ = 21, υ = 16 και α = 261. 

9. Αν ο α είναι περιττός, δηλαδή της μορφής α = 2κ + 1. τότε ο 
αριθμός 

α ν 4- 1 = (2κ 4- 1) ν 4-1 = 2(2 ν - , κ’' 4- ν2 ν ~ 2 κ ν - 1 4-.., 4- νκ 4-1) 
είναι σύνθετος. 

Αν ο ν έχει έναν περ.ττό διαιρέτη 5 και γράφεται ν = μ&, τότε ο 
αριθμός 

α ν +- 1 = (α μ ) 4 4- 1 = (α μ + ΙΜΚ) 1 ” 1 + ... 4- α* 4- 1) 
είναι σύνθετος. 

Επομένως, αν ο α ν +1 είναι πρώτος, τότε ο α πρέπει να είναι άρτιος 
και ο ν πρέπει να είναι δύναμη του 2. 
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10. Από το ανάπτυγμα του Νεύτωνα γνωρίζουμε ότι 

(μ 4- ν) ρ = μ ρ 4- ν ρ 4- ρ(. ..). Επομένως, ισ·/ύει ότι αν ρ | ( μ ρ + ν*), 
τότε ρ \ {μ 4- ν) ρ , δηλάδη ρ \ (μ + ν). 

Δηλαδή, υπάρχει φυσικός κ τέτοιος ώστε μ + ν = χρ και 

μ ρ + ν'* = μ ρ + {χρ - μ) ρ 

= μ ρ + ( χρ) ρ - ρ(χρ) ρ ~ ι μ 4- ... 4- ρ(κρ)μ ρ_ι - μ ρ 
= μ 2 {χ ρ ρ ρ ~ 2 - χΡ-νν + ... + κμ ρ_ι ) 

Άρα ρ 2 | (μ ρ + ν'). 

11. Έστω <5 = (α 2 +/3 2 , α+/3) και (α,/3) = 1. Τότε Λ (α 2 4-ρ 2 )και 
<5 | (α 4- β), δηλαδή δ | (α 2 + ρ 2 ) και Λ | (α 4- β) 2 . 

'Αρα δ | [{α +Ρ) 2 - (α 2 +ρ 2 ], οπότε δ | (2αβ). 

Αν ρ > 3 είναι ένας πρώτος παράγοντας του δ, τότε ρ αήρ \ β και 
δεδομένου ότι ρ | (α + Ρ), προκύπτει ότι ο ρ είναι κοινός διαιρέτης 
των α και β , άτοπο διότι (α, Ρ) = 1. 

Επομένως, ο δ είναι της μορφής δ = 2*. Επιπλέον οι αριθμοί α και 
Ρ δεν είναι άρτιοι και οι δύο, αφού (α,ρ) = 1. 

Αν οι α και β είναι διαφορετικής αρτιότητας, τότε το άθροισμα α+ρ 
είναι περιττός και δ = 1. 

Αν οι α και β είναι περιττοί, τότε το άθροισμα α 4- β είναι άρτιος 
αλλά όχι πολλαπλάσιο του 4, άρα δ = 2. 

12. Προφανώς 

α 3 + ρ 3 = (α + Ρ)(α 2 - αβ + β 2 ) = (α + Ρ)(α 2 4- β 2 ) - χβ{α 4- β) 

και από την Πρόταση 1.3.1 έχουμε ότι 

(α 3 + ρ 3 , α 2 + ρ 2 ) = (αβ(α + β), α 2 + β 2 ) 

= (α 2 ρ 4- αρ 2 , α 2 + β 2 ) 

= (α 2 β + αρ 2 - α(α 2 + β 2 ), α 2 4- β 7 ) 

= (α 2 (Ρ-α), α 2 + β 2 ). 

Ο δ = (α 2 (Ρ - α), α 2 4- β 2 ) διαιρεί τον αριθμό χ 2 (β - α) και αρκεί 
να αποδειχθεί ότι (δ, α 2 ) = 1. 

Πράγματι αν ρ είναι ένας πρώτος κοινός διαιρέτης των δ και α 2 , 
τότε ρ | α 2 , ρ \ (α 2 4- Ρ 2 ), άρα ρ \ β 2 . Επομένως ρ | (α 2 ,ρ 2 ), οπότε 
προκύπτει ότι ρ | (α,ρ), άτοπο. 
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13. Θεωρούμε την κατάλληλη γραφή σε γινόμενα πρώτων παραγόντων 


β 

α ν 

0 ν 

(*,Ρ) 

(* ν ,0 ν ) 


= Ρ? Ρ? 


• ·Ρχ 
= Ρ?\ ί Ρ2 ■■ 1% 


= ρΓρΓ 


ρΓ* 




ν /) 3 

— Ρΐ ρ·2 

ΓΤίΐη{ιιυ3ι} Γηιη{«ϊ^?ι1 

= Ρι Ρ; 


ΓΗ 


_ Γηϋΐ<να,,νΡι) "“"Ι'-βί,ν^ϊ) πΜηΙνβ,,,νρ.} 

— Ρΐ Ρί ·' · Ρχ 


με μη αρνητικούς εκθέτες και η απόδειξη είναι άμεση. 

14. Γράφουμε τους α, β και γ ως γινόμενα πρώτων παραγόντων 


α =ρ°'ρ¥...ρϊ 

β =Α'&···ρ!τ 
τ = ρΓρΡ ■ ■ ■ ρϊ " 


με μη αρνητικούς εκθέτες. Τότε έχουμε 


07 

(«./*) 

(<**βγ) 




_ ,,ιΤΜπΙβ*^») 

Γ 1 γ 2 · ’ ’ /'κ 

_ τι ΓΠ·π{β)^|4-η} π»ίη{*;Λ + Τ ί) Γηίηΐί,,^.+ ί,) 

— Ρΐ Ρ2 · * ' Ρχ 


και η απόδειξη είναι άμεση, 

15. Αν το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο [α,β] διαιρεί τέλεια τον γ, τότε 
είναι προφανές ότι α \ γ και β | γ. 

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι α | β και β | γ και ας γράψουμε 
τους α, ρ, γ ως γινόμενο πρώτων παραγόντων 

α = ρΓρΓ · ■ ■ Ρ“" 

β = Ρι 1 ρ·! 2 · · - ρ2* 

V -- Γ| Τ| λΓ 2 


όπου οι εκθέτες είναι μη αρνητικοί. Αφού α \ β και β | γ. έχουμε 
ότι αι < γι> α 2 < 72, ··., «χ < 7χ *οι Ρι < 7ι, 02 < 72, ··♦ 
Ρχ < 7χ· 

Έτσι για κάθε ^ = 1,2,...,χ προκύπτει ότι σισχ{α^Ρ 7 } < γ,, 
άρα [α,ρ] | γ. 
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16. Γράφουμε τους α και β στην κανονική τους μορφή 

α = ρΓ ρ5* . - · Ρ? {ρ\ <Ρ2 < ... < Ρμ) 

β (<7ΐ < <?2 < ... < <1μ) 

με θετικούς εκθέτες και μ, φ ς } για κάθε ΐ = 1,2,, κ και 
3 — 1»2,..., μ. 

Ο φυσικός α · β = ρ*' .. ·ρ**(/ι ι ■.. (ίμ = γ ν είναι τέλεια (ν-οστής 
τάξης) δύναμη του φυσικού γ. 

Για το λόγο αυτό τρέπει όλοι οι εκθέτες να είναι πολλαπλάσια του 
ν, δηλαδή 

α, = να,', ί = 1,2,...,κ 


και 

β } = ν/3', 7 = 1,2. μ. 

Επομένως, α = (ρ*'μ*β ...μ*-)* και β = ... $)*, οπότε 

επιλέγουμε δ = ρ“'ρζ* · Ρ$· και ε = ... </μ . 


17. Έχουμε 3 βν -2 6ν = 27 2ν -8 2ν , και επειδή ο εκθέτης 2ν είναι άρτιος, 
ο αριθμός αυτός θα διαιρείται με τους 27 — 8 = 19 και 27 + 8 = 
35, αφού αυτοί οι όροι εμφανίζονται στην παραγοντοποίηση της 
παράστασης. 

Επειδή οι αριθμοί αυτοί είναι πρώτοι μεταξύ τους, ο αριθμός θα 
διαιρείται και με το 19 · 35 = 665. 


18. Έχουμε ότι: 

1 + ? + ρ + *·· + ΟΓυΡ = 

= 0 + δΛρ) 4 (£ + ϊ^ν) + ■ 1 · + ((ώ)* + ϊψ)*) 

Κάθε όρος στις παρενθέσεις είναι της μορφής: 

Μ 1_\ _ Ρ(Ρ 2 ~ 3Ρ Χ + 3κ 2 ) 

\κ 3 [ρ - χ) 3 ) κ^ρ-κ) 3 

Επειδή ο ρ δεν εμφανίζεται σε κανένα παρονομαστή αλλά εμφανίζε¬ 
ται σε όλους τους αριθμητές αυτών των κλασμάτων, συμπεραίνουμε 
ότι ο ρ διαιρεί τον αριθμητή μ. 
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19. Αν έχουμε 4 διαδοχικούς “ενδιαφέροντες” αριθμούς, τότε ένας από 
αυτούς θα είναι της μορφής 4χ, ο οποίος είναι “ενδιαφέρον” αν και 
μόνο αν χ = 1. Αλλά ούτε ο 3 όυτε ο 5 δεν είναι “ενδιαφέροντες”, 
αδύνατο. 

Έτσι Οα έχουμε το πολύ 3 διαδοχικούς “ενδιαφέροντες” αριθμούς. 
Οι τρεις αριθμοί 33 = 3 * 11, 34 = 2 · 17, 35 — 5 · 7 είναι όλοι 
“ενδιαφέροντες”, οπότε η απάντηση είναι 3. 

20. ' Εστω ότι υπάρχουν φυσικοί αριθμοί ν, κ τέτοιοι ώστε 

2 7 ' + 1 = κ 3 . 

Τότε προφανώς ο κ είναι περιττός και 

2 2> = κ 3 - 1 = (κ - 1)(κ 2 + κ + 1), 

οπότε χ - 1 = 2 λ και χ 2 + χ + 1 = 2 μ , λ, μ φυσικοί με λ 4- μ = 2\ 
Έχουμε διαδοχικά 2 μ — 2 2λ = κ 2 + χ + 1 — (χ — I) 2 — 3χ. 

Ο αριθμός 3χ είναι περιττός ενώ ο 2 μ - 2 2λ για μ > 1, λ > 1 είναι 
άρτιος, άτοπο. 

Για μ = 0 έχουμε ότι χ 2 + κ + 1 = 1, άρα χ = 0, άτοπο, αφού 
χ =περιττός. 

Για λ = 0 έχουμε ότι χ — I = 1, άρα χ = 2, άτοπο. 

Έτσι συμπεραίνουμε ότι κανένας από τους αριθμούς α ν δεν είναι 
κύβος ακεραίων, 

21. Η εξίσωση χ ν = \/ ζ εκφράζει ότι οι χ και \) πρέπει να έχουν τους 
ίδιους πρώτους παράγοντες. 

Έστω 

χ = ΡΪ ι Ρ? ...ρϊ 
και 

V = Ρ?'Ρ2* - ρί" 

η ανάλυση των χ, $/ σε πρώτους παράγοντες. 

Τότε αφού χ ν — έχουμε ότι: 

χ» - υ 1 => 3)1/ = β\Χ 

= Α* Χ 
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Έστω (χωρίς βλάβη της γενικότητας) ότι ν > χ. Τότε ο χ διαιρεί 
τον $/, δηλαδή </ = χχ για κάποιον ακέραιο χ. Τότε πρέπει 

χ* ι = (χχ) Γ ή χ*- ι =κ. 

Επειδή ι/ > χ, πρέπει χ > 1, οπότε χ > 1. Όμως 2 2-1 = 2 και για 
χ > 2 έχουμε χ* -1 > κ, αφού 

χ*~ ι > 2*- 1 > κ. 

Άρα οι μόνες λύσεις ττ£ εξίσωσης είναι χ — 2, ν — 4. 

22. Επειδή 

α ν - β ν = (α - β)(α ν -' + α*" 2 β + ... + β ν ~ ι ) 

για όλους τους ακεραίους α Φ β, ο αριθμός Ρ(α) - Ρ(β) διαιρείται 
με το χ - β για κάδε πολυώνυμο Ρ(χ) με ακέραιους συντελεστές. 
Άρα ο Ρ(ν) — Ρ(-ν) / 0 διαιρείται με το 2ν συνεπώς 

Ρ(ν) - Ρ(-ν) > 2ν ή 
Ρ(-ν) < Ρ(ν) - 2ν. 

Άρα 

Ρ(-ν)<ν-2ν ή 
Ρ(-ν) < -ν. 

23. Έχουμε 

ν 12 - ν 8 - ν 4 + 1. = (ν 4 + 1)(ν 2 + 1) 2 (ν - 1) 2 (ν + I) 2 . 

Ο αριθμός (ν 4 4- 1)(ν 2 4- I) 2 διαιρείται με το 2 3 και ένας από τους 
άρτιους αριθμούς ν-1, ν+1 διαιρείται με το 4, άρα ο (ν-1) 2 (ν+1) 2 
διαιρείται με το 2 6 . 

Έτσι ο αριθμός ν 12 — ν 8 — ν 4 + 1 διαιρείται με το 2 9 = 512. 

24. Παρατηρούμε ότι αν θέσουμε χ = 4χ 4 , κ > 2, τότε ο αριθμός 5 
παραγοντοποιείται ως εξέ/ς: 

ζ = ν 4 + 4κ 4 = ν 4 4- 4ν 2 κ 2 + 4κ 2 — 4ν 2 κ 2 

= (ν 2 4- 2κ 2 ) 2 - (2νκ) 2 
= (ν 2 4- 2κ* 4 2νκ)(ν 2 4- 2κ 2 - 2νκ). 
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Αρκεί να αποδείξουμε ότι οι παράγοντες είναι μεγαλύτεροι του 1. 
Πράγματι, 

ν 2 + 2χ 2 + 2νκ > ν 2 + 2Χ 2 - 2νκ = (ν - κ) 2 + κ 2 > χ 2 > 4. 


25. Ο ν = 1 είναι μία δυνατή τιμή αφού ο 2 διαιρεί το 8. 
Για ν > 2 έχουμε ότι 


α„ = (3 + 5)α ν _ι - 15α ν _2 


όπου α ν = 3 ν + 5 ν . 

Αν ο α ν _ι διαιρεί τον οτ„, θα πρέπει να διαιρεί και τον 15α ν -2· Επειδή 
όμως ο α ν _ι είναι σχετικά πρώτος με τους 3 και 5, θα πρέπει να 
διαιρεί τον α ν _ 2 , αδύνατο, αφού ο α ν _ι είναι μεγαλύτερος του α ν - 2 · 

26. Έχουμε διαδοχικά: 

2222 55 “ + 5555 ώώ — 

= (·2222“ 55 + ί 5555 ) + (5555 Ώ22 - 4' 2222 ) - (4““ - 4 2222 ) 

= (2222 + 4) (2222 5554 - ... + 4 5554 )+ 

+(5555 - 4)(5555 2221 + ... + 4 2221 ) - 4 2222 (4 3333 - 1). 

Όμως 


2222 + 4 = 7-318 
5555 - 4 = 7-793 

4 3333 - 1 = 64 ,ιΠ - 1 = (64 - 1)(64 ιι, ° + ... + 1) 

= 7 · 9 · (64 ιπ0 + ... + 1), 

οπότε ο αριθμός 2222“ 55 + 5555 2222 διαιρείται με το 7. 

27. Επειδή (α./3) = 1 αν και μόνο αν (α. α +/3) = 1 αρκεί να θεωρή¬ 
σουμε 1 < α < 7250. 

Ας μετρήσουμε το πλήθος των αριθμών α με 1 < α < 7250 και 
(ατ. 7250) = 1. 

Οι διαιρέτες του 7250 είναι 2, 5, και 29. 
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Το πλήθος των αριθμών που διαιρούνται. 

με το 2 είναι 7250 /2 =3625 

με το 5 : 7250/5 — 1450 

με το 29 : 7250/5 = 250 

με το 2 και το 5 : 7250/10 = 725 

με το 2 και το 29 : 7250/58 = 125 

με το 5 και το 29 : 7250/145 = 50 

με το 2, 5 και το 29 : 7250/290 = 25. 

Άρα το πλήθος των αριθμών αυτών είναι 

3625 + 1450 + 250 - 725 - 125 - 50 4- 25 = 4450. 


Αρα το ζητούμενο πλήθος είναι 7250 - 4450 = 2800. 

28. θεωρούμε τους αριθμούς α ν = // -ι , όπου μ ένας τυχαίος πρώτος, 
για ν = 1,2,3,... 

Για τους αριθμούς αυτούς ισχύει Λ(α\) = ρ ν , άρα 



ο οποίος είναι ακέραιος, αφού για ρ = 2 ν = (1 +1 ) ν > 1 + ν (ισχύει 
και για ν = 1), ενώ για /> > 3 έχουμε ότι 

ρ ν > > ν + I. 


29. Έστω ο φυσικός αριθμός 

* = Ρ \'· * Ρχ“ (Ρι < 1 > 2 < ■ · · < Ρχ) 


στην κανονική του μορφή και 

ρΓ+'-ΙρΓ'-ι ρΙ-^' -1 

1 | , 

Ρ ι-1 Ρι - I />* - 1 

το άθροισμα των διαιρετών του. Ο αριθμός σ(α) είναι περιττός αν 
και μόνο αν κάθε παράγοντας 



Ρ) ~ 1 



+ ρ } ' + .,, + Ρ) 4* 1 
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είναι περιττός. Αν ρ χ = 2 τότε πάντα ο ρ* 1 + μ* 1 1 + ... + ρ χ 4- 1 
είναι περιττός. Επιπλέον για κάθε περιττό ρ } το άθροισμα ρ** -+- 

ρ*’ ~ 1 +... ·+■ ρ } + 1 είναι περιττός αν και μόνο αν ο εκθέτης α, είναι 
άρτιος. 

Επομένως, ο αριθμός σ(α) είναι περιττός αν και μόνο αν ο α είναι 
της μορφής α = 2 χ ν*\ όπου ο χ είναι τυχαίος φυσικός και ο ν είναι 
περιττός. 

30. Έστω 3 = (2 ν - 1,2 μ + 1) και 2 ν - 1 = χδ και 2 μ + 1 = λδ. 
Έχουμε 2 μν = (χδ + 1) μ = ΑΙ 5+1 και 2 μν = (λδ - 1) ν = βδ - 1, 
αφού ο ν είναι περιττός. 

Έτσι (β — .Λ)<5 = 2 άρα ο δ διαιρεί τον 2. 'Ομως προφανώς ο δ 
είναι περιττός, οπότε 3 = 1. 

31. Προφανώς πρέπει μ > 3. Έχουμε 

λ 2 = χ^ - χ 1 = κ 3 ^ -3 - 1), 


οπότε χ | λ, θέτουμε λ = χα οπότε α 2 = χ(κ μ 3 - 1), δηλαδή ο 
αριθμός κ^ -3 - 1) είναι τέλειο τετράγωνο. 

'Ομως, επειδή χ^χ) - 1(χ μ ' 3 - 1) = 1, οι αριθμοί χ και χ μ ~ 3 
είναι πρώτοι μεταξύ τους, άρα καθένας από αυτούς είναι επίσης 
τέλειο τετράγωνο, δηλαδή χ = β 2 . 

Έτσι έχουμε 

α 2 = - 1) 

άρα ο β διαιρεί τον α και συνεπώς 

_(ί)ν-.=, 






1 


αδύνατο. 
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32. (α) Έστω α = Αχ + 1, β = 4λ + 1. Τότε <χβ = 4(4χλ + κ + λ) + 1, 
δηλαδή αβ € //. 

(β) Εάν ο ν € Η δεν είναι πρώτος, τότε από τον ορισμό θα έχουμε 
ν = α/3 με α, β € // και α,/3 > 1. 

Στη συνέχεια κάνουμε το ίδιο για καθένα από τους νέους παράγο¬ 
ντες. Η διαδικασία σταματά αφού σε κάθε βήμα παίρνουμε μικρό¬ 
τερους αριθμούς του Η. το οποίο έχει ελάχιστο στοιχείο το 1. Η 
ανάλυση δεν είναι μοναδική, αφού π.χ. 693 = 9 · 77 = 21 · 33. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 2.1 

Α’ Ομάδα 

1. Η ισοτιμία χ 2 = χ^ικη!// 1 ) γράφεται χ(χ — 1) = Ο(ττιοάρ*). 
Άρα 

μ* | χ χαι χ = 0(/πθίίμ χ ) ή 
μ* | χ — 1 χαι χ = 1 {ιηοάρ*). 


2. Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

• Αν ν = 0(σιοί/10), τότε ν 2 = 0(ίη<κ/10) 

• Αν ν Ξ Ι(ΓτκκϋΟ), τότε ν 2 = 1(;ηο<ί10} 


• Αν ν = 9(σιο<ί10), τότε ν 2 = 81 = 1(;/ιο<ί10) . 

3. (ί) Έχουμε ότι 

145 = 2{ιηοά13) 
ή 145 β = 2 6 = -1 (ττμχΠ 3) 
ή 145 β + 1 = 0(»ι<κ/13). 

Ανάλογα αντιμετωπίζουμε και τις υπόλοιπες περιπτώσεις. 

4. Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

αν ν Ξ 1(ηιοίΓ7) ,τότε ν 6 = 1 (;γι<χ/ 7) 
αν ν Ξ 2(}ηο(Π) .τότε ν 6 = 1(τ7ΐο<ί7) 


αν ν = 6(οιοί/7) ,τότε ν 6 = 36 = 1(οιο</7). 

Ομοια εργαζόμαστε και για την άλλη περίπτωση 

5. Προφανής, αφού στο διώνυμο του Νέυτωνα: 

(ν + μ) ρ = ν*+ (^) ν^-'μ + .. · + μ ρ , όλοι οι όροι εκτός από τους 
ν' 1 και μ ρ έχουν πρώτο παράγοντα τον ρ. 
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6 . Αρκεί να υπολογίσουμε το 2 ιοοοο (τηο(ΠθΟΟ) . Έχουμε ότι: 

2 9 10 = 1024 = 24(7»θ(ί1000) ή 
2 20 = 576(77ΐο</1000) ή 

2*° = 331776 = 776(τ7ίθί/1000) ή 
2 60 = 446976 = 976(πιοτ/1000) ή 
2 100 = 757376 = 376(7η<χ/1000) ή 
• · 

2^°°° ξ 141376 ξ 376(7ποί/1000) ή 
2 8000 = 141376 = 376(7ποί/1000) 

Άρα 2 10000 = 2 8000 * 2 2000 = 376 2 = 141376 = 376 {τηοά 1000) και 
τα τρία τελευταία ψηφία του 2 10 000 είναι 376. 

7. Παρατηρούμε ότι 9 = 1 ( 77 ΐο</ 8 ) και 17 = 1 (τ 7 ιοτ/ 8 ) και επομένως 
9 1909 = 1 (τ 7 ΐθί/θ) και 17 1999 = \(νιο(Ι8) . 

Άρα 9 1998 + 17 1999 = 2 ( 777 (κ/ 8 ) και το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
Ν διά του 8 είναι ίσο με 2. 

8 . Αφού ο ν είναι σύνθετος τότε ν = αβ, για κάποιους φυσικούς α,/3, 
με 1 < α,β < ν. 

Οι α,β θα εμφανίζονται ως όροι του παραγοντικού (ν — 1 )!, οπότε 

(ν - 1)! = 0(77ίΟί/ν), 

εκτός εάν ο ν είναι τετράγωνο πρώτου, δηλαδή ν = ρ 2 , όπου /> 
περιττός πρώτος και ισχύει προφανώς και στην περίπτωση αυτή. 

9. Έστω υι το υπόλοιπο της διαίρεσης του α με τον ν και 02 το 
υπόλοιπο της διαίρεσης του β με τον ν, με 0 < υι, μ* < ν. Από τον 
ορισμό των ισοϋπόλοιπων αριθμών πρέπει Ο) = 03 . οπότε ισχύει 
ότι: 

(α, ν) = (ιη, ν) = (υ 2 , ν) = (/3, ν). 


10 . Έχουμε διαδοχικά 


μ = (—1)τηοι/(μ + 1) ή 
μ 2ν = (- 1) 2ν 7ηο</(μ -Η 1) ή 
μ 2ν = 1 ηιοά(μ + 1). 
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Β’ Ομάδα 

11. Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ισοτιμιών έχουμε διαδοχικά: 

5 2ν = 25 ν = 4 ν (/ηικΓ7) 

3 · 2 5 * = 3 · 32 ν = 3 · 4 ν (πι<κί7) 

3 · 2 5| '~ 2 ξ 3 · 4 ν ~ 1 (ηιθ(ί7), 

αφού (2,7)=1 (ιδιότητα διαγραφής). 

Επομένως 

5 2ν + 3·2 5ν_2 = 4 ν + 3 4 ν ' ι = 4 ν_ι (4 4- 3) = 4 ν_1 · 7 = 0(τηοί/7). 

12. (ί) Αληθής 
(η) Αληθής 
(ϋϊ) Ψευδής 
(ϊν) Αληθής 
(ν) Αληθής 
(ν») Αληθής 
(νϊΐ) Ψευδής 
(νϊϋ) Ψευδής 


13. Ο χ έχει αντίστροφο τον εαυτό του αν και μόνο αν 

χ 2 = 1(»ι<κ/ρ) ή 
χ 1 — 1 = Ο(ττκκίρ) ή 
ρ\(χ- 1)(ζ + 1) 

και επειδή ο ρ είναι πρώτος, αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν 
ρ | (ι — 1) ή ρ | (ζ + 1), δηλαδή χ = 1(/ηο<ίρ) ή χ = -I {πιοάρ). 

14. (α) Αν ρ = 3 τότε 8ρ - 1 = 25 δηλαδή σύνθετος. 

Αν ρ φ 3 τότε ρ = 1 ή 2(πιικ/3), όμως για ρ ξ 2(οιο</3) έχουμε 
8ρ — 1 β 0(τίΐοι/3), δηλαδή 8ρ — I σύνθετος. 

Μένει να εξετάσουμε την περίπτωση ρ = 1{τη<κί3). Τότε όμως 
8ρ + 1 = 0(τ7ΐο</3), δηλαδή σύνθετος. 
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(β) Αν ρ φ 3 τότε ρ = 1 ή 2(τηο</3). οπότε ρ 2 = 1(;ηο</3) άρα 
8ρ 2 + 1 = 0(πιοί/3), δηλαδή σύνθετος. 

Η μόνη περίπτωση που ισχύει η υπόθεση είναι συνεπώς ρ = 3. Τότε 
όμως 8ρ 2 — 1 = 71, δηλαδή πρώτος. 

15. Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι Δ = β 2 — 4αγ. 

Η εξίσωση έχει ρητές λύσεις αν και μόνο αν η διακρίνουσα είναι 
τέλειο τετράγωνο. Όμως αφού α, β, γ περιττοί. 

^ = ,ι3 2 - 4αγ 

= '(2β 1 + 1) 2 -4(2α 1 4-1)(2γ ι + 1) 

= Αβι(β\ + 1) + 1 - 16α,γι - 8α, - 8γ, - 4 
= 5 (γ7ιο</8) 

άρα η διακρίνουσα δεν είναι τέλειο τετράγωνο, αφού κάθε τέλειο 
τετράγωνο είναι ισότιμο με 0, 1 ή 4(ττκκ/8). 

16. (α) Αναζητούμε τους φυσικούς για τους οποίους 2 ν = 1(ττ?οίϊ7). 
Έχουμε 2 1 = 2(τηοά7), 2 2 = 4{οιθί/7), 2 3 = 1(σιο</7), άρα διακρί¬ 
νουμε τις περιπτώσεις: 

• ν = 3κ 2 ν = 2 3χ = 1 (γπο</7) 

• ν = 3χ + 1 2" ξ 2 3χ+1 ξ 2 ( ν\(χΠ ) 

• ν = 3χ + 2 2 ν = 2 3χ+2 = 4(τ»θί/7) 

έτσι οι ζητούμενοι φυσικοί είναι όλα τα πολλαπλάσια του 3. 

(β) Χρησιμοποιώντας τις ίδιες περιπτώσεις με το (α) καταλήγουμε 
ότι 

2 ν + I = 2 ή 3 ή 5 (γ τηχΠ). 

17. Παρατηρούμε ότι αν χ άρτιος τότε 

χ 4 = (2κ) 4 = 0(/ηοί116) 

ενώ αν χ περιττός τότε 

χ 4 = (2κ 4- I) 4 = 8κ(κ + 1)4-1 = 1(σίθ<ϋ6). 

Έτσι έχουμε χ 4 + χ^ + ... + χ 4 4 = 0 ή 1 ή 2 ... ή 14(Γ7ΐο<ί16). 
Και επειδή 15999 ξ 15(«κκ/16), η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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18. Διακρίνοντας περιπτώσεις για τον ν(οιο</4) και τον ν(πκκ29), για 
κάθε φυσικό αριθμό ν έχουμε ότι 

ν 2 = 0 ή 1(οιο*24) και 

ν 3 = 0 ή 1 ή — 1 (πιο<29), 

Άρα μια ακολουθία που ικανοποιεί την υπόθεση είναι η 

α ν = 36 ν + 3, ν = 1,2,3,- 

19. (ΐ) 0 1ϋΟ(τΝθ</24) = 4(τηοά24). Θα είναι 4 το πρωί. 

(η) 15 4- 100ϋ(010*224) = 7{οιο*/24). θα είναι 7 το πρωί. 

{η») 5 - 1000(/τζο<224) = 11(/ηο*224). Θα είναι 11 το πρωί. 

20. Για ν = Ο ισχύει, αφού 4° = 1 = 1(οιο*29). 

Υποθέτουμε ότι ισχύει για ν = κ, δηλαδή 4 Χ = 1 4- 3κ(οιο*29). 

Για ν = κ 4- 1 έχουμε 

4 Χ+, =4-4 Χ = 4(1 4* 3κ)( οιο*/9) 

= 4 4- 3κ 4- 9κ( οιοί29) 

= 4 4- 3κ(οιο*29) 

= 1 4- 3(κ 4- 1)(τηο<29), 


οπότε η επαγωγή ολοκληρώθηκε. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 2.2 
Α 1 Ομάδα 

1. (ϊ) 15χ = '24(ιηο<Γόό). 

Επειδή (15,35)=δ και 5/24, η ισοτιμία δεν έχει λύση. 

(ϋ) 20χ = 30(τ7?οίΜ) ή 20χ = 2(>ηο(1·\). 

Παρατηρούμε ότι ο 20 είναι πολλαπλάσιο του 4,οπότε για κάθε 
ακέραιο ζ ισχύει 20χ = 0(»η<*/4). 

Άρα η ισοτιμία είναι αδύνατη. 

(ίΐΐ) 353χ = 254(7«θί/400) και (353,400} = !. 

Από τον αλγόριθμο του Ευκλείδη, 

400 =353 + 47 
353 = 7-47 + 24 
47 = 24 + 23 
24 = 23+ 1, 

οπότε 

1 =24-23 

= 24(47 - 24) = 2 · 24 - 47 

= 2(353 - 7 · 47) - 47 = 2 · 353 - 15 -47 

= 2 · 353 - 15(400 - 353) = 17 · 353 - 15 · 400. 

Επομένως 17 · 353 = 1 (γ/ι<χ/ 400), άρα 

353ζ = 254{;οο</400) ή 
17 · 353χ = 17 · 254(/ηο<ΐ400) ή 
χ = 318(ηΊο<ί400). 


2. (ί) 

ί χ = 1(σίθί/5) 4 ί ι = 1(7Γΐ£κ/5) Ί 
< χ = 3(τηο(Π) > ή ^ χ = 3(τηο(Π) > 

I χ = 5 (πμ*/ 2) ] ( χ = 1(™.ο<12) ] 

Επειδή οι αριθμοί 2,5,7 είναι πρώτοι μεταξύ τους, το σύστημα θα 
έχει μοναδική λύση τηοά( 2 · 5 · 7) = τιιοά 70. 

(ΐί) Όμοια με το (ϊ). 
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13 ? Ομάδα 

3. Όμοια με την προηγούμενη άσκηση. 

4. Οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι λύσεις του συστήματος 

{ χ = 1(ττι όΗ' 2) ) 
χ = 2{ιηοά3) > , 
χ = 3(πιο<1ό) ] 

το οποίο έχει λύση χ = 23(πιοι/3ϋ). 

5. Όμοια με τηην απόδειξη του θεωρήματος 2.2.1. 

6. Απλή εφαρμογή του Κινέζικου θεωρήματος. 

7. Έστω ν- 10, ν-9,.ν+10 οι ζητούμενοι αριθμοί. Παρατηρούμε 
ότι αν ο αριθμός ν διαιρείται με το 2 ■ 3 · δ · 7 = 210, τότε όλοι οι 
αριθμοί εκτός από τους ν — 1 και ν + 1 Οα έχουν κάποιον πρώτο 
παράγοντα ρ < 7. Αυτό συμβαίνει γιατί οι ν ± 2, ν ± 4, ν ± 6,... 
θα είναι πολλαπλάσια του 2, οι ν ± 3, ν ± 6 , ν ± 9, ... θα είναι 
πολλαπλάσια του 3 κ.λπ. 

Αρκεί να προσδιορίσουμε τον ν για τον οποίο οι ν - I και ν + 1 
διαιρούνται με το 11 ή το 13. Αρκεί να λύσουμε το σύστημα 

ν = 0(/7ΐ<κ/210), ν = 1(«ιοι/11), ν = — 1(τηεκί13). 

(Δεν είναι δυνατόν οι ν + 1, ν - 1 να διαιρούνται και οι δύο με το 
11 ή το 13 αφού διαφέρουν κατά 2.) 

Από το Κινέζικο θεώρημα γνωρίζουμε ότι υπάρχουν άπειροι τέ¬ 
τοιοι ν. Για παράδειγμα ο ν = 9450 δίνει τους 21 αριθμούς 9149, 
9441 ,...,9460. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 2.3 

Α’ Ομάδα 

1. Εχουμε <ρ(3600) = φ(2 ι ■ 3* · 5 2 ) = 960 τέτοιος αριθμούς, λόγω 
του Πορίσματος 2.3.4. 

2. Έχουμε 100 = 2 ί · 5 2 , άρα αχό το Πόρισμα 2.3.4 

,(100) = 100 (ι -1) (. -1) = 100 (1) (ί) = 40 

Όμοια βρίσκουμε φ(1000)=400 και φ(7200)=1920. 

3. Προφανής, αχό τον τύπο του Πορίσματος 2.3.4. 

4. Είναι άμεση από το Πόρισμα 2.3.4. 

Β’ Ομάδα 


5. Έστω ένας φυσικός ν, τέτοιος ώστε φ{2ν)=φ(ν). 
Από το Πόρισμα 2.3.4 έχουμε : 

(ϊ) Αν ν άρτιος, τότε 


2ν(·-0(>-έ) ·0-έ) = «(ι-00-έ)· 0-λ) 

δηλαδή 2ν=ν, άτοπο. 

(ϋ)Αν ν περιττός ,τότε 







με Ρ\ < 2 , δηλαδή ν = ν το οποίο ισχύει. 

Αρα φ(2ν)=φ(ν) αν και μόνο αν ο φυσικός ν είναι περιττός. 


6. Εστω ν ένας φυσικός αριθμός με κ διαφορετικούς περιττούς πρώ¬ 
τους παράγοντες ρι,ρ? _ ρ χ . 

Από το Πόρισμα 2.3.4 έχουμε 

?< ν > ^ί 1 -£)(>-£)·■·(!-£) ή 

φ(ν) = V· V) 

Γν ' Ρΐ ρ 2*.. ρ* · 


<ρ( ν ) = (Ρι - 1)(ί>2-1)...(ρ*- ι) 
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όπου κάθε παράγοντας είναι άρτιος. 

Δηλαδή για κάθε ,; = 1,2,.... χ ισχύει 2 | (ρ ; — 1) , άρα 2* | φ(ν). 

7. Η εξίσωση φ(ν)=24 γράφεται 

''(ι-^)0-έ)···( 1 -ϊ:)= 24 Ί 

* ίρι-υ^-υ - (ρν-ι) = 2 3 . 3 ή 

ΡίΡ2· Ρη * 


ρΓρ* 3 -·>>1"0>ι-ΐ)(ρ»-ΐ)·■· (ρ«-0 _ 23 .3 

Ρ\Ρ·2 · Ρμ 

όπου ν = Ρ \' Ρ ?* - Ρχ * ε ^ ναα Γ ι κανονική μορφή του φυσικού ν. 
Προφανώς κ=2 και 

ΡΓ _, Ρ?" 1 (Ρ 1 -1)(Λ-1) = 2 3 ·3 ή 
2«ι- ι 3*3-> (2 - 1) (3 - 1) = 2 3 · 3 ή 
2“. ·3“ 2_ι = 2 3 ·3. 

Αρα ί| = 3 και α 2 = 2, δηλαδή ν = 2 3 · 3 2 = 72 . 


8. Έστω φυσικός ν τέτοιος ώστε 

φ(ν) = 14 ή 

-ί 1 - ίτ)(> -ά) -ί 1 -*) = 2 7 ι 

Ρ? _1 Ρ?· 1 · · ·Ρ5Τ 1 (ρι — 1) {ρι ~ 1) — (Ρχ ~ 1) = 2 · 7. 

όπου ν = ρ*'ρζ ι .. είναι η κανονική μορφή του ν. 

Η παραπάνω σχέση είναι προφανώς αδύνατη, άρα δεν υπάρχει τέ¬ 
τοιος φυσικός ν, 

9. Έστω ν και χ δύο φυσικοί αριθμοί με αντίστοιχες κανονικές μορ¬ 
φές 

ν = ρ"'ρ? ··-ΡΓ και ν = ···?*· 
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Από το Πόρισμα 2.3.4 έχουμε 

φ(χ) = «?{ν·χ) ή 

*·(*-*)('-±)···ο-ΰ- 

I = - ΆΆ'- η Ι -Α'Ή Λ 

Ριρ*-Ρτ · 

ρν~'ρ?~' ■ · ρ··~' ■ (1 - Ρι) (1 - Ρι) ■ ■ ■ (1 -ρ,) = ι. 

Η τελευταία σχέση ισχύει μόνο αν τ=1, ρ\ =2 και αι = 1. 
Δηλαδή, ν = 2 και ο χ είναι περιττός. 

10. Από το Θεώρημα 2.3.2 και το Πόρισμα 2.3.4 έχουμε: 

9(1) =1 
?{ρ) = ρ -1 

9(Ρ 2 ) =Ρ ί ( 1 “ ^) = - 1) = Ρ 2 ~ Ρ 

% 

9 

?{ρ*) = Ρ* 0 ~ έ) = Ρ* _, (Ρ - 1) =Ρ* “ 



90) + ψ(ρ) + ... + ?(ρ*) *1+ρ-1 + ... + ρ* - ρ* -1 

= ρ*. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 2.4 
Α’ Ομάδα 

1. Για χ =■ 1 έχουμε ν 2 = 1(ΐ7ΐο<ί8), που ισχύει. 

Έστω ότι η σχέση ισχύει για χ > 1. δηλαδή 

ν 2 * = 1τηοιί(2 χ+2 ) ή ν 2 * = μ ■ 2 Χ+2 4- 1, για κάποιον μ. 

Είναι 

ν 2Κ+ι = (ν 2 “) 2 = (μ · 2 Χ ^ 2 4- 1 ) 2 = μ 2 · 2 2χ ^ 4- μ ■ 2 Χ+3 4- 1 

= 0 + 0 4- 1[ιηοά2*^). 

Οπότε η σχέση ισχύει για κάθε χ > 1. 

2. Είναι ν* 4 - 1 = (ν 4 - 1)(ν 4 < ρ -'> + ν^- 2) + ... + ν 4 + 1). 

Αλλά ι? | {ν 4 - 1) και 

ν «(?-ΐ) + ν «(Ρ-2) + ... + ν * + 1 = ]Ρ“ ι + I*- 2 + ... + I 2 + 1 + 1 

= ρ = Ο(τηοόρ). 

(Αν ν 4 = {(ηκχίμ^), τότε ν 4 = 1(;«οφ)). 

Οπότε ρ | ν 4(ρ_ι ^ + ν 4(ρ_2 > + ... + ν 4 + 1, άρα 


ΐΤ +ι | (ν^ 4 - 1) και ν' 4 = 1(σι 

3. Άμεση εφαρμογή του θεωρήματος ΡοπιιλΙ. (Για την περίπτωση 
ν 9 — ν έχουμε 2 9 — 2 = 510 που δε διαιρείται με το 9). 

4. Αρκεί να αποδείξουμε ότι ο αριθμός αυτός διαιρείται με τους αρ.Θ- 
μούς 2,3,5,7,11,13,31,61. 

Για τη διαίρεση με το 2 παρατηρούμε ότι αν ένας από τους μ, ν είναι 
άρτιος τότε ο μν διαιρείται με το 2 ενώ αν οι μ, ν είναι περιττοί ο 
μ 60 — ν 60 είναι άρτιος ως διαφορά δύο περιττών. 

Για τη διαίρεση με τους υπόλοπους αριθμούς χρησιμοποιούμε το 
θεώρημα Ρβπη&Ι. Έστω ότι θέλουμε να εξετάσουμε την περί¬ 
πτωση ρ = 7. Αν ένας από τους μ, ν είναι πολλαπλάσιο του 7 τότε 
ο μν διαιρείται με το 7. Διαφορετικά (μ. 7) = (ν,7) = 1, οπότε 
έχουμε 

μ ρ ~ 1 = ν'" 1 = 1 (γποι/ 7) ή 

μ 6 = ν 6 = 1(σκκΓ7), άρα 

μ 60 = ν 60 = 1(σΐίχ/7) 
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δηλαδή ο 7 διαιρεί τον μ 60 - ν 60 . 

Όμοια εργαζόμαστε και στις άλλες περιπτώσεις παρατηρώντας ότι 
το 60 είναι πολλαπλάσιο των αριθμών 2, 4,6,10,12,30,60. 

5. Για ν - 1 προφανώς ισχύει. Για ν > 2 έχουμε ότι 91 = 7 · 13, 
οπότε αρκεί να δείξουμε ότι οι 7,13 διαιρούν το ν 37 - ν. Από το 
θεώρημα ΡρππηΙ γνωρίζουμε ότι για (ν, 7) =, ισχύει: 

ν 6 ξ 1(τϊι<χ/ 7) άρα 
ν 36 = 1(οιοί/7) άρα 
ν 37 = ν(τηο</7). 

Η τελευταία σχέση ισχύει και στην περίπτωση που (ν, 7) > 1 αφού 
τότε ν 37 = ν = 0(οι<κ/7) δηλαδή πάντοτε 7 | (ν 37 — ν). Όμοια 
αποδεικνύουμε ότι 13 | (ν 37 — ν). 

Β’ Ομάδα 

6. θα δώσουμε έναν τρόπο κατασκευής ακεραίων της μορφής α, = 
2*' - 3, ι = 1,2,3,... οι οποίες ανά δύο είναι πρώτοι μεταξύ τους. 
Έστω ότι έχουμε ν > 2 σχετικά πρώτους αριθμούς 

α, = 2* 1 - 3, α 2 = 2 Χ? - 3. α ν = 2 Κ ' - 3. 

θεωρούμε το γινόμενο Γ = α|α 2 ...α ν , το οποίο είναι περιττός 
αριθμός ως γινόμενο περιττών άρα (Γ, 2) = 1. Από το θεώρημα 
ΕπΙογ θα υπάρχει ακέραιος β > 1 τέτοιος ώστε 2^ ξ 1 (οκχ/Γ), 
δηλαδή ο Γ διαιρεί τον 2- 9 - 1. Επειδή ο Γ είναι περιττός, θα είναι 
σχετικά πρώτος με τον (2 /3 - 1) - 2 = 2^ - 3, αφού διαφορετικά αν 
υπήρχε κοινός διαιρέτης ρ > 1 τότε ο ρ θα διαιρούσε τους 2^-1 
και 2Ρ - 3 άρα και τον 2, δηλαδή ρ = 2 αδύνατο αφού Γ περιττός. 
Ο αριθμός 2^-3 είναι της κατάλληλης μορφής και είναι σχετικά 
πρώτος με τους α 1( ..., α ν αφού είναι σχετικά πρώτος με το γινό¬ 
μενό τους. Με αυτή τη διαδικασία μπορούμε να κατασκευάσουμε 
άπειρους ακεραίους αυτής της μορφής, ξεκινώντας από δύο αριθ¬ 
μούς, τους α> και α 2 . Αρκεί να αποδείξουμε ότι δύο τέτοιοι αριθμοί 
υπάρχουν. Πράγματι, μπορούμε να ξεκινήσουμε π.χ. με α! = 5 
και α 2 = 13. 
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7. Επειδή /), η πρώτοι έχουμε (ρ,</) = 1 άρα από το Θεώρημα Ρβπη&Ι, 

μ*~ ι = 1(ΐ7ΐ οόη) και τ Ρ_Ι = 1{τποτ/ρ) 

δηλαδή 

<1 I (ρ ,_ι - 1) Χ2< Ρ I (ί ρ 1 ~ 1) 
άρα 

η I (<.*-' -!)(/■■ -ΐ) ή ;»ίΙ(-ρ , ' 1 -/ ' + ΐ) 

άρα ρ’ -1 4- (ΐ ρ ~ ι = 1 (ιηοόικι). 

8. Εργαζόμαστε όπως στην περίπτωση που α,β είναι πρώτοι (προη¬ 
γούμενη άσκηση). 

9. Επειδή (α,/3) = 1, ο α 9α είναι περιττός οπότε α 2 = 1 (γ7»οτΛ 8). 
Επίσης από το Θεώρημα ΕπΙθγ α 2 = 1(τ7ιοτ/6), αφού φ(6) = 2 άρα 
οι αριθμοί 6 και 8 διαιρούν τον α 2 - 1 άρα και ο [6,8) = 24 θα 
διαιρεί τον α 2 — 1 οπότε α 2 = Υ(ιηοά2Α). 

10. Από το Θεώρημα ΕιιΙργ, 2 9 ’* ν) = 1(ο?ο</ν). Ομως το ν! διαιρείται 
με το ςρ(ν), αφού το ρ(ν) είναι ένας αριθμός μικρότερος του ν. 
Άρα 2 ν! = 1(τηο<ίν) που σημαίνει ότι ο αριθμός (2 ν ' - 1)/ν είναι 
ακέραιος. 
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Λύσεις Ασκήσεων του 2.5 

Α’ Ομάδα 

1. Από το θεώρημα λΥΊΙδοιι έχουμε ότι 

(ρ - 1)! =-1(ηιο<ίρ) ή 
(Ρ ~ 3)!(ρ - 2)(ρ - 1) Ξ -1(«ι<χ/ρ) ή 
{μ - 3)!(—2)(— 1) =-Ι(τηοίΙρ) ή 
(ρ — 3)! = — 1 {τηοάρ). 

2. Έχουμε ότι 

(Ρ - 1)· =(1·2·3.....ί=!)(Ε±1·....(ρ- 1)) 

= (1 · 2 · 3 ·... · £ γ^)( ρ4 ·... · ( — 1))(/ποίέρ) 

= (1 · 2 · 3 ·... · 2 ^·) 2 (— [ιηοάρ) 

Επειδή μ = 1(πιο<ί4), ο ^ είναι άρτιος, άρα 
(ί 2 ^)!] 2 = (μ - 1 )\{ηιυίΙρ) = -Ι(πιοάμ). 

3. Ομοια με την προηγούμενη άσκηση. 

Β’ Ομάδα 

4. Έστω ότι οι (γι, γ 2 ,..., γ ρ ) είναι μια τέτοια μετάθεση. Αν υποθέ¬ 
σουμε ότι α, = 0 και β; = 0 για κάποιους ι,_/ τότε γ, = γ ; = 0 
αδύνατο, αφού οι Τι,γα,..., γ ρ πρέπει να είναι όλοι διαιρετι¬ 
κοί μεταξύ τους. Έτσι πρέπει ι = ). Υποθέτουμε χωρίς βλάβη 
της γενικότητας ότι <χ ρ = β ? = 0 οπότε γ ρ = 0. 'Ομως έχουμε 
(ρ - 1)! = <Χ]7 2 .. α ρ -ι = β\β 2 . . ·βρ-ι(ιηυίίρ) άρα 

[(ρ - I)!] 2 = {α ] α 2 ...α ρ .ι)(βιβ 2 ...β ρ -ι)(τηοάρ) 

® (ΤιΤϊ... Υ Ρ -ι){™<χ1ρ) 

= (ρ - 1)!(7ΠΟ(ίρ), 

συνεπώς (ρ - 1)! = 1 (τποι/ρ), άτοπο αφού από το θεώρημα \ΥΐΙ*>οη 
ισχύει ότι (ρ - 1)! ξ -1 {νηοάμ) £ 1 (ιηοάρ) για ρ > 2. 

5. Για ν = 2,3 με δοκιμή διαπιστώνουμε ότι το σύνολο 1!,..., ν! είναι 
το 0,..., (ν - 1)νι<κ/ν, 
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Για ν > 3 θα αποδείξουμε ότι κάτι τέτοιο είναι αδύνατο. Αν ο ν 
είναι πρώτος, τότε από το θεώρημα ΥνΠδοιι (ν — 1)! = —1(/ηοί/ν), 
άρα (ν — 2)! = 1(τ/ιοι/ν), οπότε υπάρχουν δύο στοιχεία του συνόλου 
ισότιμα με το 1(7«ο<ίν), το (ν — 2)! και το 1!. 

Αν ο ν είναι σύνθετος, δηλαδή ν = κλ με χ < λ τότε 
λ! = 1 · 2 ■... ■ χ ■... · (λ - 1) · λ = 0(οιοι/ν) και 
ν! = Α!-(λ-Η 1)-.. .· ν = ϋ(ο«κίν). Απομένει η περίπτωση που ν = χ 2 . 
Στην περίπτωση αυτή έχουμε επίσης ('2χ)! = 0 = ν!{τηοί/ν). 
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Λύσεις Γενικών Ασκήσεων του 2ου Κεφαλαίου 


1. Αν ο αριθμός διαιρείται με το 121 θα διαιρείται και με το 11. 
Ομως ν 2 + 3ν 4- 5 = (ν + 7)(ν - 4) 4- 33, που σημαίνει ότι ο 
(ν 4- 7)(ν - 4) διαιρείται με το 11. 

Ομως οι αριθμοί ν + 7 και ν —4 είναι ισοϋπόλοιποι ιηοιίιιΐο 11 άρα 
πρέπει καθένας να είναι πολλαπλάσιο του 11. Έτσι έχουμε 

(ν 4- 7)(ν - 4) 4- 33 = 33(«»«ί121), 
δηλαδή ο αριθμός ν 2 + 3ν 4- 5 δεν είναι πολλαπλάσιο του 121. 

2. Έστω α το όριο της ακολουθίας. Από τη σχέση 

(Α ν +ι ) 2 — χ + Α ν 
προκύπτει ότι α 2 = κ + α οπότε 

α = -(1 + ν/4κ 4- 1), 

αφού α > 0. 

Ο αριθμός α είναι ακέραιος αν και μόνο αν ο αριθμός 4κ + 1 είναι 
τέλειο τετράγωνο περιττού, δηλαδή αν κ = λ 2 4- λ, για κάποιον 
φυσικό λ > 0, οπότε α = λ 4- 1. 

Εάν ο κ είναι περιττός, τότε ο αριθμός 4κ 4- 1 είναι ισότιμος με 
5(τ/ιοιί8) οπότε αποκλείεται να είναι τέλειο τετράγωνο. Σε αυτή 
την περίπτωση ο α είναι άρρητος. 

3. Έχουμε 

2 1 = 7 4- 3* = 1 (ττιοάΖ) 

οπότε ο χ πρέπει να είναι άρτιος, δηλαδή χ > 2. Έτσι 

3 ( = 2 ι -7ξ \(τηοάΑ), 

δηλαδή ο ^ πρέπει να είναι άρτιος, 
θέτουμε χ = 2κ. ι/ = 2λ οπότε έχουμε 

(2* - 3*)(2* 4- 3 λ ) = 7 
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και επειδή ο 7 είναι πρώτος πρέπει 

2 Χ - 3 Α = 1 καί 2 Χ + 3 λ = 7, 

αφού ο πρώτος παράγοντας είναι μικρότερος του δεύτερου. 

Από αυτές τις σχέσεις παίρνουμε 2 Χ = 4 και 3 λ = 3 δηλαδή κ = 2, 
λ = 1 άρα χ = 4, ι/ = 2. 

4. θα αποδείξουμε ότι κάθε αριθμός της μορφής 72κ + 42 δε μπορεί 
να γραφεί ως άθροισμα εννιά ή λιγότερων τετραγώνων περιττών. 
Έστω ότι 

72κ + 42 = Χ| + χ$ + .,. + χ* 

όπου κ > 0 και 1 < μ < 9. 

Επειδή οι χ, είναι περιττοί, θα έχουμε χ* = 1(πι<κ/8) οπότε πρέπει 

72κ + 42 = μ(τηοώ 8} ή 
μ = 2(ττκκί8) 

άρα μ = 2. 

Όμοια πκκίυΐο 3 έχουμε 

72κ -Η 42 = χ\ + χ] + · · · + χ 2 μ {τηοά3) ή 

χ 2 + χ\ = 0[τηυά3) 

και επειδή χ 2 = 0 ή 1(σιοί/3) για κάθε ακέραιο ι βα πρέπει να 
έχουμε 

Ζι = χ 2 = 0(τη<κ/3). 

Τέλος δουλεύοντας ιηοιίαίο 9 παίρνουμε 72κ + 42 = χ^+χ^[τηοά9) 
ή 6 = 0(010^9), άτοπο. 

5. Επειδή το πλήθος των κλάσεων ισοδυναμίας τηοά\ι\οβ είναι πεπε¬ 
ρασμένο θα υπάρχουν φυσικοί ί, ) με ί < ΐ τέτοιοι ώστε 

3·* = 3>*(τηοάβ). 

Τότε όμως ο β θα διαιρεί τον αριθμό 

3* - 3' = 3 , (3 >_ί - 1) 
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όροι και τον V * - 1, αφού (β,3) = 1. 
Έτσι έχουμε 


2 α ^~Γ 1 _ α (^ _< " ι )/β 
β ~ ν-' - 1 


6. (ί) Έχουμε ότι: 

9·10 + 6·9 + 0’8 + 0·7 + 6·6 + 0- 5 + 6··1 + 1- 3 + 2·6+1·1 = 
= 222 = 0(;η<χ/11) 

1·10 + 8·9 + 5·8 + 3·7 + 2·6+6·5 + 0·4 + 8·3 + 6·2 + 1(Μ = 
= 231 = Ο(ιποίίΐΐ). 


(Π) Ισχύει ότι: 

(α) Έστω α ιο α<)... α[ ο σωστός Ι8ΒΝ και αλλάζουμε το _;-οστό 
ψηφίο του ατό 3 } σε α'. 


Επειδή 


10 


Σ Χ2 


χ=Ι 

έχουμε 

)■*> = - 

Άρα 





10αιο+ 9α$ 4- ..* + (] + 1}α 7+ | + )α } + {} — 1)α ; -ι + ... + ®ι = 
= ]θΐ } - ]Λ } {ιηοά\\) 

= ί(α' } - α } )(ιηυάΙΙ) 

^0(πιοό[1), 


αφού οι αριθμοί } και α’ -α, είναι μεγαλύτεροι του 0 και μικρότεροι 
του 11. 


(β) Ομοια με το (α). αν αλλάξουμε τους διαφορετικούς αριθμούς 
α ; , α ;+ , μεταξύ τους τότε 

10αιο+ .. - + 0 + 1)α^ + 3& } +\ + ... + οΐ] = 

- ϋ + !)<*> + >α, + ι - ϋ + 1)« ί+ ι — ^αβπκχίΐΐ) 
ξ α ; - α, + |(ιηικΖΐ 1) 

^«(σκκ/ΙΙ). 
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7. Απόδειξη με επαγωγή: 
Για ν = 1 έχουμε 



Ένας από τους αριθμούς ^ και ηρ είναι περιττός και επειδή 
είναι και οι δύο μεγαλύτεροι του 1 θα έχει έναν περιττό πρώτο 
παράγοντα. Έτσι ο αριθμός α 2 — 1 έχει δύο διαφορετικούς πρώτους 
παράγοντες (ο άλλος είναι ο 2). 

Υποθέτουμε ότι η υπόθεση ισχύει για κάποιο ν > 1. Για ν + 1 
έχουμε 

α 2 “” - 1 = (α 2 ' + 1)(α 2 * - 1). 

Ο δεύτερος παράγοντας έχει ν4-1 διαφορετικούς πρώτους παράγο¬ 
ντες από την υπόθεση της επαγωγής ενώ ο πρώτος είναι ισότιμος 
με 2(ηκκί4), οπότε θα έχει έναν περιττό πρώτο παράγοντα. 

Αυτός ο παράγοντας δε μπορεί να είναι κάποιος από τους παρά¬ 
γοντες του ατ’ - 1, αφού τότε αυτός θα διαιρούσε και τη διαφορά 
τους, δηλαδή το 2, αδύνατο. Έτσι ο αριθμός α 2> *' - 1 έχει ν + 2 
διαφορετικούς πρώτους παράγοντες και το ζητούμενο έχει αποδει- 
χθεί. 


8. Έστω χ = | και υ = | με (α,/3) = (γ. δ) = 1 και β, δ > 0. 
Έχουμε λοιπόν εψ~ = 

Από το θεώρημα ϋο Μοΐνεβ έχουμε: 




= ( !+“»(»«/£) \ Ρ 


( σ^{π*/β)+,τιμ(χ*'β) 
V. σνν<*«/Ρ)-ι^μ(*β//ϊ) 



ουν[κ3/β)-*ΐ)μ{ Γ.α/β) 


δηλαδή 
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(δ + *γ)^ = (δ-ιγ)^ 

= ((β + 'Υ) - 2ι»^ 

= Σί=.(ί)(« + ·» ), -*(-2^)> 

άρα 

ι-2, Τ )ρ =-^:|(;)(ί+ί Τ ν > -« 

■=-(* + >» Σϋ(ί)(ί + ·^-*-' 

= (<5 4- ίγ){χ + «>). 

Παίρνοντας τα μέτρα των μιγαδικών στην τελευταία σχέση έχουμε 

2^ = (δ 2 -Ρ γ 2 )(χ 2 + ν 2 ). 

Έστω ρ ένας περιττός πρώτος παράγοντας του δ 2 + γ 2 . Τότε ο ρ θα 
διαιρεί και τον 2 23 γ 2 * 5 άρα θα διαιρεί και τον γ, άρα θα διαιρεί και 
τον (δ 2 — γ 2 ) - γ 2 = δ 2 , άτοπο αφού (γ, δ) = 1 από την υπόθεση. 
Συνεπώς ο δ 2 ρ γ 2 δεν έχει περιττούς πρώτους παράγοντες δηλαδή 
είναι μία δύναμη του 2. 

Επειδή όμως (δ, γ) = 1, οι δ, γ δε μπορεί να είναι και οι δύο άρτιοι, 
άρα 

δ 2 + γ 2 = 1 ή δ 2 + γ 2 = 2. 

Έτσι έχουμε τις περιπτώσεις 


(γ.δ) = (0,1)ή(γ,δ) = (±1,1). 

Η πρώτη περίπτωση δίνει χ = * για κάποιον ακέραιο χ = Αλ ενώ η 
δεύτερη χ = * για κάποιο χ = 1(τ7ΐ<κ/2), δηλαδή γενικά χ = * με 
χ = 0,1 ή3(Γ7ΐικί4). 

9. Έστω X = 4444 4+Μ για Γ το άθροισμα των ψηφίων του Β. Γνω¬ 
ρίζουμε ότι ένας αριθμός και άθροισμα των ψηφίων του είναι ισοϋ- 
πόλοιπος πιοιίιιΐοθ, δηλαδή 


X = .4 = Β = Γ(?77ο^9). 
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Επίσης 

4444*“ 1 = 7 4444 (7γιο</9) 

= 7 314 * 1 ·7(πιο</9) 

= 7(τ»ο<ϊ9), 

αφού 7 3 = 1(ττμχ19). 

Έτσι έχουμε Γ = 7(τηοό9). 

θα βρούμε ένα πάνω όριο για το πλήθος των ψηφίων του X. Έχουμε 
ΙοβΧ = 4444 1οβ4444 < 4444 Ιοβ ΙΟ 4 = 4444 · 4 = 17776 
όπου Ιοβ ο δεκαδικός λογάριθμος. 

Αν όμως ο δεκαδικός λογάριθμος ενός ακεραίου είναι μικρότερος 
ενός αριθμού ν τότε ο αριθμός έχει το πολύ ν ψηφία, δηλαδή ο X 
έχει το πολύ 17776 ψηφία. 

Ακόμα και αν όλα τα ψηφία του ήταν 9, το άθροισμα των ψηφίων 
του X θα ήταν το πολύ 9 · 17776 = 159984, δηλαδή 

Α < 159984. 

Από όλους τους αριθμούς μικρότερος ή ίσους του 159984 αυτός 
με το μεγαλύτερο άθροισμα ψηφίων είναι ο 99999, δηλαδή Β < 45, 
και από όλους τους αριθμούς έως το 45 το μεγαλύτερο άθροισμα 
ψηφίων έχει ο 39. 

Συνεπώς /’ < 12. Αλλά αποδείξαμε ότι Γ = 7(τ7ΐοί/9), άρα Γ = 7. 

10. Όμοια με την § 2.6.1 

11. Από το Θεώρημα Ρθγπι&Ι έχουμε α ρ_1 = 1(τη οάρ) άρα 

ζ* = α(σιο<ίρ). 

Από το Θεώρημα \\’ϊΙκοη έχουμε {μ - 1)! ξ -\(τηοάρ), άρα 
(ρ - 1)!α = -α(τ?»θί/ρ), οπότε α ρ + (ρ - 1)!α = 0(οιο(/ρ). 

12. Έστω 

Α = 

1 2-3 . (ρ— 1) 


(1ρ\ _ (»11 - 1·»·3-(3ρ1 
V Ρ / Ρ'Ρ' (12 Ά...Ρ)* 
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(1 · 2 · 3... (ρ - 1)),4 = (ρ + 1)(ρ + 2).. .(2/; - 1) * 2. 

θεωρώντας πκχΐιιΐορ και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα λνΐΐβοη, 
προκύπτει ότι: 

( —1)Λ = ( — 1) -2{τηο<ίρ) ή 

Α = 2{ιηοάρ). 

13. Για ρ = 2 έχουμε 2 Ρ + 3 Ρ = 13, άρα ν = 1. 

Για ρ > 2 ο μ πρέπει να είναι περιττός, άρα 

2 Ρ + 3 Ρ = 0(/ηο<ί5), 

άρα α = 0{πιοε/5). 

Αν υποθέσουμε ότι ν > 1 τότε 25 | α ν , άρα 25 | (2 Ρ + 3 Ρ ). 

Όμως 

= 2 Ρ_1 - 2 Ρ_2 · 3 + ... 3 Ρ_1 = ρ2Γ ι {ιηοό5), 

αδύνατο για ρ φ 5. 

Έτσι για ρ φ 5 έχουμε ν = 1. 

Τέλος, για ρ — 5 ισχύει 2 Ρ + V = 753, άρα πάλι προκύπτει ότι 
ν = 1. 

14. Αν (α,ρ) — (β,ρ) = 1 τότε από το θεώρημα Ρεπη&Ι 

α ρ = α (τποάρ) και β ρ = β(τηοάρ) 

άρα Τ) υπόθεση ισχύει αν και μόνο αν α = β(νιο(Ιρ) οπότε η σχέση 
α ρ = β ρ (π}θ(Ιρ 2 ) είναι προφανής. 

Αν (α,ρ) Φ 1 τότε α = 0(/ηοι/ρ) άρα και βΡ = 0(οιοί/ρ) ή ρ \ β ρ 
ή ρ | β ή β = 0 (ιηοάρ) δηλαδή και εδώ α = β(τηοάρ) άρα α ρ = 
βΡ(τηοάρ*). Όμοια αν {β,ρ ) φ I. 
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Λύσεις Ασκήσεων § 3.1 


1. Ο αριθμός 7 είναι πρώτος και από το Θεώρημα Γργπι&Ι είναι φανερό 
ότι ο ακέραιος τ ικανοποιεί τη σχέση χ 6 = 1(;ηο</7) αν και μόνο 
αν ο χ δεν είναι πολλαπλάσιο του 7. 

Δηλαδή οι λύσεις της ισοτιμίας είναι οι 1,2,3,4,5 6 ιηοάηΐο 7. 

2. Για το »κχΠ3 έχουμε 

I 2 = 1(τμλ*13) 

2 2 = 4(τηο<ί13) 

3 2 = 9(/ηο<ί13) 

4 2 = 3(;ηικϋ3) 

5 2 Ξ 12(τποι/13) 

6 2 = 10(τηο<ϋ3). 

Από το Θεώρημα 3.2.2 υπάρχουν (13 — 1)/2 = 6 τετραγωνικά κα¬ 
τάλοιπα τ ηοά 13 κι αυτά είναι οι αριθμοί 1, 3, 4, 9, 10, 12. 

Για το τηοά 19 έχουμε 

I 2 = 1(/η<κ119) 

2 2 = 4(τη<χίΐ9) 

3 2 = 9(τπο<Π9) 

4 2 = 16(πιοιϋ9) 

5 2 = 6(πιοι/19) 

6 2 = 17(ηκκί19) 

Τ 2 = 11(;η«/19) 

8 2 = 7(πκκϋ9) 

9 2 ξ 5(/νιχ!19) 

και τα τετραγωνικά κατάλοιπα τηοά 19 είναι οι αριθμοί 1, 4, 5, 6. 
7, 9, 11, 16, 17. 

Για το τη<χ13\. εργαζόμενοι όπως στα προηγούμενα, βρίσκουμε ότι 
τα τετραγωνικά κατάλοιπα /ηο<! 31 είναι 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 14, 
16, 18, 19, 20. 25, 28. 28, 30, 33, 34, 36. 
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3. Ο αριθμός 7 διαιρεί τέλεια τον ν 2 + 2 αν και μόνο αν 

ν 3 + 2 ξ 0(/ηοιί7) ή 
ν 2 = —2(τηαί7) ή 
ν 2 = 5(σιο</7) 

το οποίο είναι άτοπο, διότι ο αριθμός 5 δεν είναι τετραγωνικό κα¬ 
τάλοιπο οι οά 1. 
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1. Έχουμε την ισοτιμία χ = — 3(τιιυ(1ρ) η οποία έχει λύση αν και 
μόνο αν = 1 . 

Επειδή = (^) (μ) ^ ιακ Ρ^ νο '·4 ιε δύο περιπτώσεις: 

(ί) Αν ρ = 1(τηο44) , τότε (ή±) = 1 και (2) = (*) 

(ϋ) Αν ρ = 3(γτϊο^4) , τότε (^) = -1 και (2) = - (*) 

Και στις δύο περιπτώσεις έχουμε ότι 


/-3\ _ /ρ\ ί ίΟ = 1 ,«ν Ρ — 1 (τηοί/3) 

\ ρ ) \3/ 1 (2) = 1 ,αν μ = 2(τηο(ί3) 

V \ Ρ / ^ 


Επομένως η ισοτιμία έχει λύση αν και μόνο αν μ = 1 (ιηοά3), 
δηλαδή όταν 

ρ = 1 (ΐ7ΐο(ί6) ή 
ρ = 4(»η<κ/6). 

Όμως ο πρώτος αριθμός ρ είναι περιττός, άρα πρέπει να είναι της 
μορφής ρ = 6κ + 1. 


2. Στο σύνολο Λ' = {2,3, ...,ρ — 2} όλοι οι αριθμοί μπορούν να 
χωρισθούν σε ζεύγη αντιστρόφων ιηοάρ , δηλαδή για κάθε αριθμό 
χ υπάρχει μοναδικός αριθμός ρ φ χ , τέτοιος ώστε χ ■ μ = (ηκχΐρ). 
Επιπλέον, αν ο χ είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ηχοάρ, τότε το ίδιο 
είναι και ο μ, αφού 



Άρα το γινόμενο όλων των τετραγωνικών καταλοίπων ιηοάρ στο 
διάστημα Λ είναι 1(οιο</ρ). 

Ακόμη ο αριθμός 1 είναι πάντα τετραγωνικό κατάλοιπο, ενώ ο ρ - 1 
είναι τετραγωνικό κατάλοιπο ηιοάρ αν και μόνο αν ρ = 1 (ιπικ/4) . 
Αρα 



11 = 1 [ιηοάρ) 

1 - (ρ - 1) = —Ι(ιηοφ) 


, αν ρ = 3(/ηοιΜ) 

, αν ρ=1(7οοίί4). 
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3, Αν ο κ είναι σύνθετος και η κανονική του μορφή είναι 

χ = ρΐ'ρ? 

(;) = (ϊΓ(?Γ-(?Γ 

Αρα, χωράς τη βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε 
ότι ο αριθμός κ είναι πρώτος. 

Ακόμη, από τη σχέση ρ = ς -4- Αχ είναι φανερό ότι ρ > χ , ρ = 
9{οι<χ/ 4) και ρ = η(π\ο<Ιχ) 

ϊ) Αν χ = 1 (ττιοί/4) , τότε 

(;) - 6) - Ο - 6) 

ίί) Αν χ = 3(τποά4), τότε 

(?) = (χ) = (χ) = (?) . αν ρ = 1(ττκκί4) ή 

(?) = ”(*) = “(?) = (?)’ αν Ρ=~ Πτηοά4) 

Αρα, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει (*) = 



θεωρία των Αριθμών 

Λύσεις Ασκήσεων § 3.3 
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1. Όμοια με την Εφαρμογή. 

2. Όμοια με την Εφαρμογή. 
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Λύσεις Γενικών Ασκήσεων του 3ου Κεφαλαίου 


1. Αν ρ > 7, τότε ένας τουλάχιστον από τους αριθμούς 2, 5, 10 θα 
είναι τετραγωνικό κατάλοιπο. Πράγματι, αν οι αριθμοί 2, 5 δεν 
είναι τετραγωνικά κατάλοιπα τότε (^) = (2)(5) = (-1)(-1) = 
+ 1 , Επίσης οι αριθμοί 1, 4, 9 είναι πάντα τετραγωνικά κατάλοιπα 
συνεπώς υπάρχουν δύο διαδοχικά τετραγωνικά κατάλοιπα. 

2. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις : 


• ( ν = 1. Τότε μπορούμε να επιλέζουμε 
χ = ν 2 και υ = ν 2 + χ. 

• '* ) = 1- Τότε μπορούμε να επιλέζουμε 
χ = (ν + I) 2 και ν = (ν + I) 2 + χ. 


• Εάν ( ν ρ 15 ) = — 1 και ^ ^0 = -1 τότε επιλέγουμε 

χ = ( ν 2 + ν + χ) 2 και ν = (ν 2 + ν + χ) 2 + χ, αφού 

_ ( (ν>+χΚ(ν+1)» + χ^ _ ^ (*+ 1}*+χ) \ _ 

(-!)(-!) = 1 


3. θα αποδείξουμε ότι δεν υπάρχει αριθμός ν με τη ζητούμενη ιδιό¬ 
τητα. 

Έστω Σ το αρχικό σύνολο, τα δύο νέα σύνολα και Γι,Γ 2 

τα αντίστοιχα γινόμενα. Εμείς θέλουμε Γ ( = Γ 2 άρα θα έχουμε 
και Γ\ = Γ^ηιοά 7). 

θα αποδείξουμε ότι αυτό είναι αδύνατο. Κανένας από τους αριθ¬ 
μούς του Σ' δε μπορεί να είναι πολλαπλάσιο του 7, αφού τότε η 
παραπάνω σχέση δεν θα ίσχυε, γιατί σε 6 διαδοχικούς αριθμούς 
ένας το πολύ θα είναι πολλαπλάσιο του 7. Έτσι οι αριθμοί του Σ 
είναι ισοϋπόλοιποι με 1,2.3,4,5 και 6 ίηικ/7. 

Από το θεώρημα \ν Γ Πί>οη το γινόμενο όλων των αριθμών είναι 
ισότιμο με 6! = -1(τηο<ί7), δηλαδή ΓιΓ 2 = -1(;ηο</7) ή = 
-1(ιηοά7), αφού Γ| = Γ 2 . Η παραπάνω σχέση είναι αδύνατη, αφού 
το (-1) δεν είναι τετραγωνικό κατάλοιπο (τηο<17). 
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